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EXERCICES 


MATHÉMATIQl  ES 


AVERTISSEMENT. 


Cet  Ouvrage  se  composera  d'une  suite  d'articles  sur  les  dillerentes 
parties  des  Sciences  mathématiques.  Il  paraîtra  par  livraisons  qui  se 
succéderont  à  des  époques  peu  éloignées  l'une  de  l'autre.  Dans  ces  ar- 
ticles, on  se  propose  de  passer  en  revue  les  diverses  branches  d'Ana- 
Ivse,  d'éclaircir  les  difficultés  qu'elles  présentent  et  d'offrir  de  nou- 
velles méthodes,  à  l'aide  desquelles  on  puisse  traiter  plus  facilement 
des  questions  déjà  résolues,  ou  résoudre  celles  qui  ne  l'étaient  pas 
encore.  Les  principales  applications  de  ces  méthodes  seront  relatives  à 
la  Phvsique,  à  la  Mécanique  et  à  la  Théorie  des  nombres.  Parmi  les 
objets  qui  seront  traités  dans  les  Exercices,  on  peut  dès  à  présent  in- 
diquer : 

Une  formule  qui  fournit  immédiatement  une  limite  de  la  plus  petite 
différence  entre  les  racines  d'une  équation  numérique,  sans  que  l'on 
soit  obligé  de  recourir  à  l'équation  aux  carrés  des  différences; 

La  théorie  des  moments  linéaires,  servant  à  simplifier  l'enseignement 
de  la  Mécanique  rationnelle; 

L'ne  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  intégrer  par  approxima- 
tion des  équations  différentielles  de  forme  quelconque,  en  déterminant 
les  limites  des  erreurs  commises; 
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Une  nouvelle  lliéorie  du  contact  des  courbes  et  des  surfaces  ; 

La  théorie  des  intéi^rales  définies  et  la  recherche  de  formules  iréné- 
raies  qui  fournissent  les  valeurs  des  intégrales  définies  déjà  connues  et 
d'un  grand  nombre  d'autres; 

La  résolution  des  équations  numériques  par  les  intégrales  définies; 

L'intégration  des  équations  aux  différences  partielles  linéaires  ou 
non  linéaires  ; 

Enfin  un  nouveau  calcul,  désigné  sous  le  nom  de  calcul  des  résidus, 
et  qui  sert  à  sommer  la  série  de  Lagrange  avec  d'autres  séries  du  même 
genre,  ainsi  qu'à  établir  des  formules  nouvelles,  relatives,  soit  à  la 
détermination  des  intégrales  définies,  soit  à  la  sommation  des  suites 
ou  à  l'évaluation  des  produits  composés  d'un  nombre  infini  de  fac- 
teurs. 

A  la  dernière  livraison  de  chaque  année  sera  jointe  une  Table  des 
matières. 


SURTTmLYSE 

DES  SECTIONS  ANGULAIRES. 


Depuis  quelque  temps,  les  géomètres  se  sont  proposé  de  résoudre  les 
difficultés  que  peuvent  offrir  plusieurs  formules  l'elatives  aux  seelions 
angulaires.  Ces  mômes  difficultés  se  trouvant  aussi  résolues  par  les 
méthodes  que  j'ai  données  dans  le  Traité  d' Analyse,  publié  en  1821, 
j'ai  pensé  qu'on  ne  verrait  pas  sans  intérêt  une  indication  sommaire  de 
ces  méthodes,  et  des  avantages  qu'on  peut  en  retirer. 

Les  expressions  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  sections  an- 
gulaires sont  de  deux  espèces.  Les  unes  admettent  des  valeurs  nuilli- 
ples  :  tels  sont  les  logarithmes  et  les  puissances  fractionnaires  des 
quantités  négatives  et  des  expressions  imaginaires.  D'autres  n'admet- 
tent qu'une  seule  valeur  :  tels  sont,  le  plus  ordinairement,  les  tléve- 
loppements  en  séries.  Quelquefois,  parmi  les  valeurs  multiples  qu'une 
expression  présente,  on  rencontre  une  valeur  particulière  qui  mérite 
d'être  remarquée.  Il  m'a  paru  nécessaire  de  distinguer  dans  la  nota- 
lion  cette  valeur  particulière  de  toutes  les  autres,  afin  d'éviter  la  con- 
fusion que  pourrait  introduire  dans  le  calcul  l'emploi  de  la  même  nota- 
tion pour  des  usages  divers.  C'est  pour  cette  raison  que  j'ai  proposé 
d'entourer  de  doubles  traits  ou  de  doubles  parenthèses  les  quantités 
comprises  dans  des  fonctions  qui  admettent  des  valeurs  multiples; 
d'indiquer,  par  exemple,  par 

(1)  •  /((a4-/>v''^))      ou      ((=^  +  ^V'^))^ 

l'un  quelconque  des  logarithmes  de  l'expression  imaginaire  a  +  Z>y  —  1 , 
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ou  Vunc  (le  ses  puissances  fractionnaires  du  degré  ;x  =  ±  —  ;  et  de  ré- 
server les  notations 

(9.)  l{a  +  b^^^),     {a-hb^^^' 

pour  indiquer  un  seul  de  ces  logarithmes,  ou  une  seule  de  ces  puis- 
sances. Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails. 

Si  l'on  désigne  par  /•  la  racine  carrée  positive  de  a-  h-  b'-,  et  par  0 

celui  des  arcs,  compris  entre  les  limites ,  -h  -^  qui  a  pour  tangente 

le  rapport  -,  on  aura  généralement,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

(    l{{a+b^^i))   =/(,-)  +  0v'=7 +  /((!)), 

(■^j  j  ____  

(     {{a-^b\^'—i))^=r\>-{cosiJ.e  +  sj  —  i  sinu0)((i))!^; 

tandis  qu'on  aura,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

(•»)  

!     ((a  +  bsl—i)T  —  rV-[co^nQ  +  ^-i  siny.9)((-i))l^. 

Or,  parmi  les  valeurs  multiples  de  /((i)),  il  en  est  une  qui  mérite  d'être 
remarquée,  savoir  la  valeur  réelle 

/(i)=o, 

qu'il  est  naturel  d'indiquer  à  l'aide  de  parenthèses  simples.  De  même, 
parmi  les  valeurs  multiples  de  ((i))^,  il  en  existe  une  qu'il  est  égale- 
ment naturel  d'indiquer  à  l'aide  de  parenthèses  simples,  savoir  la  va- 
leur réelle 

Cela  posé,  si  l'on  convient  de  réduire  ;i  la  fois,  dans  les  deux  membres 
de  chacune  des  formules  (3),  les  parenthèses  doubles  à  des  parenthèses 
simples,  on  obtiendra  les  formules 

(     (a  + ^v^^)"^  — /-[^(cosaQ  +  V--I  sinf/.9j, 
qui  serviront  à  définir  les  expressions  (2),  mais  seulement  pour  des  va- 
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leurs  positives  de  la  constante  a.  Il  est  important  de  remarquer  que 
chacune  des  équations  (5)  continuera  de  subsister  si  l'on  change,  dans 
les  deux  membres,  le  signe  de  \j  —  i . 

Dans  le  cas  où  a  est  négatif,  les  valeurs  des  expressions  /((—  i))  et 
((_  i))i^,  comprises  dans  les  seconds  membres  des  formules  (4),  sont 
toutes  imaginaires,  et  l'on  ne  voit  aucune  raison  pour  appliquer  la  no- 
tation /(— i)  ou  (—  i)^à  l'une  de  ces  valeurs  plutôt  qu'à  l'autre.  On  doit 
donc  alors  abandonner  les  notations  l{a-hb\/  —  i),  {a-^h\j ~  if,  ainsi 
que  les  notations  /(  — i)  et  (—  i)^^.  Il  y  a  plus:  l'emploi  de  ces  notations 
offrirait  un  grave  inconvénient.  En  effet,  admettons,  pour  un  instant, 
la  notation  (—  i)!^  comme  représentant  la  plus  simple  des  valeurs  de 
{[—i)Y,  savoir  l'expression  imaginaire  cosy- -+- y  —  '  ^i'^I-'-'î  et  sup- 
posons que  la  définition  de  {a  +  h^  —  lY  se  déduise  des  formules  (4), 
quand  a  devient  négatif,  comme  elle  se  déduisait  des  formules  (3), 
quand  a  était  positif.  On  aura 

[a  +  b\[^y-=-  r^{cosu.O  +  v/— i  siiif/.S)  (cospr  +  y/— i  siny.Tr); 


et  cette  dernière  équation  devra  subsister  en  même  temps  que  la  se- 
conde des  formules  (5),  quand  on  supposera  a  =  o,  b  =  —  \ .  Par  suite 
on  sera  forcé  d'admettre  à  la  fois  les  deux  équations 


'  ''     I  sin  ^ —  ) 


(—  \^/^Y-  =  (cos  ~  +  v'^sin'^"  j  (cosy.7:  + v'— I  s\n[J.r.), 

dont  la  première  exclut  évidemment  la  seconde. 

Les  notations  

l{a  -\-  b\'''—i),     {a -{- 0  \^' —  i)^ , 

restreintes,  comme  on  vient  de  le  dire,  au  cas  oi^i  a  est  positif,  jouissent 
d'une  propriété  très  remarquable  {voir  V Analyse  algébrique,  Chap.  IX. 
et  les  3-^  et  38^  Leçons  du  Calcul  infinitésimal).  Cette  propriété  consiste 
en  ce  que  les  séries  convergentes,  qui  fournissent  les  développements 
de  l{a-hb)  et  de  {a-hbf,  quand  b^  est  inférieur  à  a'\  représentent 
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encore  les  développements  de  l{a  +  bsj—  i)  et  de  {a  -f-  h  \j  —  lY,  dans 
le  cas  où  l'on  remplace  b  par  b\l —  i.  Les  deux  expressions  imagi- 
naires 

sont,  parmi  les  diverses  valeurs  del[(a-hb\^l—  i))  et  de  {{a-\-b\'  —  i))*^, 
les  seules  qui  jouissent  de  cette  propriété.  De  plus,  comme  on  a  géné- 
ralement, en  posant  -  =B, 

il  est  clair  qu'on  peut  se  contenter  d'établir  la  propriété  en  question, 
pour  le  cas  où  l'on  suppose  la  constantes  réduite  à  l'unité,  ainsi  que 
je  l'ai  fait  dans  V Analyse  algébrique. 

Je  vais  maintenant  rappeler  en  peu  de  mots  quelques  applications 
des  principes  ci-dessus  exposés,  et  quelques-unes  des  formules  aux- 
(juelles  ils  conduisent. 

Les  équations  que  l'on  rencontre  dans  l'analyse  des  sections  angu- 
laires sont  de  deux  espèces.  Dans  ({uelques-unes  d'entre  elles,  chaque 
membre  a  des  valeurs  multiples.  Ce  sont  les  équations  les  moins  pré- 
cises; car  chaque  équation  de  cette  espèce  indi(jue  seulement  (|ue  l'une 
des  valeurs  du  premier  membre  est  égale  à  l'une  des  valeurs  du  se- 
cond. On  peut  citer  comme  exemples  les  formules  (3)  et  (4).  Dans  d'au- 
Ires  équations,  le  second  membre  a  une  valeur  déterminée.  Alors  il  n'y 
aurait  nul  avantage  à  placer  dans  le  premier  membre  une  expression 
dont  les  valeurs  seraient  multiples;  car  ce  serait  indiquer  en  quelque 
sorte  qu'on  ne  sait  pas  quelle  est  celle  des  valeurs  du  premier  membre 
qui  doit  être  égalée  au  second.  On  sent  donc  alors  la  nécessité  d'em- 
ployer dans  le  premier  membre  une  notation  qui  ne  puisse  s'interpréter 
(jue  d'une  seule  manière.  On  remplira  aisément  cette  condition  eu 
adoptant  les  notations  ci-dessus  mentionnées.  Ainsi,  par  exemple,  en 
désignant  par  /  un  arc  quelconque,  par  y.  une  quantité  quelconque, 
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par  ::  une  autre  quantité  comprise  entre  les  limites  —  i,  h-i,  enfin 
par 


z  sint 
s  ^=L  arc  lanpr 


I  +  z  cos^ 


un  arc  renfermé  entre  les  limites  —'--■>  +  -•>  on  trouvera  [voir  XWiia- 
lyse  algébrique,  pages  295  et  296), 

1  'J-       (  ! ■      •  \  '■'■i'J-  1)0/'  .  ' •  \ 

\  +  -  -  cos/  +  V  —  '  suin  ^-  ^ — ■- -3-1  C0S2/  H-  V  —  I  sni?. ^  )  -t-. . . 

(7)  1.2  ^  V 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

\  1+  '-^[cosf  +  V  — I  snuj  H-  '-^^ z-[co^it  -i—v  — I  sim^j  +. . . 

(8)  '  '-'' 

i  If  ^ 

'       =  (i  +  2  3  c.os^  -\-  z"-)-  {cos [j.s  -+-  V'  — I  sin [j.s). 

On  conclut  aisément  de  l'équation  (7)  ou  (8)  que  la  formule  connue  du 
binôme,  savoir 

(9)     (-^  +  y)^  =  -'^■'^  +  iJ.x-'^-\v  +  !^-^'^-~^'  ,i-\i-  --îj-:  + . . .  —  .r\>-  (  1  +  -I  r, 

subsiste  pour  des  valeurs  quelconques  de  a,  non  seulement  dans  le  cas 
où  X  et  y  sont  des  quantités  réelles  dont  la  première  est  positive,  mais 
encore  dans  le  cas  où  x-  et  y  sont  des  expressions  imaginaires,  dont  la 
première  a  pour  partie  réelle  une  quantité  positive.  On  établirait  avec 
la  même  facilité  les  formules 


(.0) 


(li) 


/|  I -+- -(cos^  4- \  —  I  sinZJI 

i         ■=  z{cost  -+-  \/—  1  sin^)  —  —  (cos2i  4-y/  —  isin2<)H-..., 

(  ,■  o^       /  ^sin^     \    , 

\  /(I  -r  2c  cosf  H-  x;-)  +    arc  tanir K'  —  « 

;     ^  ^      \  ^  i-i- zcostj  ^ 

z{cost  +  \/ —  1  sin^)  — . . ., 

y  i      yï  I      y3 


(12)  l{j^-i-  y)  —  l{a^)-h- '—+ô'— 
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qui  subsistent  dans  les  mêmes  hypothèses  que  les  équations  (7),  (8)  et 
(9),  et  dont  la  seconde  est  la  formule  (37)  (§  2)  du  Chap.  IX  de  VAna- 
lyse  algébrique. 

Parmi  les  formules  relatives  aux  sections  angulaires,  les  géomètres 
ont  remarqué  celles  qui  fournissent  les  développements  de  cosas  et  de 
sin|x3,  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  de  sine, 
cosz  ou  tang^,  ainsi  que  les  développements  des  puissances  de  sinus 
et  de  cosinus,  en  fonctions  des  sinus  ou  cosinus  d'arcs  multiples.  Nous 
nous  bornerons  à  présenter  ici  quelques  réflexions  sur  chacune  de  ces 
formules. 

Soient  [j.  une  quantité  quelconque  et  z  un  arc  compris  entre  les  li- 

„jites  —  ->  +  -•  Les  valeurs  de  cosa:;  et  de  sin^.::  se  développeront 

22 

en  fonctions  des  puissances  ascendantes  de  sin^  par  les  formules 


-3) 


i'4) 


[cosa.  =  .--^si.r.-f-f^^^i^sin^.-... 
\         '  1.2  1.2.0.4 

=:cos:;    I  —  ' sm-^  ^  '-^ -^, — ^siii*^  — ... 

I  1.2  1.2.5.4 

'  ~  1.2.0  1  . 2 .  o .  4 .  «> 


cos 


4^'^"'- -77^:3- ^"^^■-^•••j 


[mil- y  Analyse  algébrique,  p.  548  et  549).  Si,  dans  les  formules  (i3)  et 
(i4),  on  remplace  z  par  -  —  z,  on  obtiendra  celles  qui  fournissent'les 
développements  de  cosa^  et  de  sin;x3  en  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  cos::. 

Si  l'on  voulait  développer,  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
sine,  non  plus  sinjxs  et  cos;x:j,  mais 

<,\i\li{z±.nr.)     el     cosy.(:;  ± /jtt), 
//  étant  un  nombre  entier  quelconque,  il  suffirait  de  joindre  aux  for- 


DES  SECTIONS  ANGULAIRES.  17 

mules  (i  3)  et  (i4)  les  deux  équations  connues 

siny.(-  ±  nr.)  =:  cosun-  sinuz  ±:  s'in y- /ii: cou [j.z, 
cos y.{z  ±  /ir.)  =:^  cos y. n r.  cos y. ;  zp  si n y. iir.  si ti y. z. 

Il   importe  d'ailleurs  d'observer  que,  l'arc  z  étant  supposé  compris 
entre  les  limites  —  -,  +  -?:;  ±  /<-  représente  un  arc  dont  la  valeui'est- 

entièrement  arbitraire. 

Si  l'on  désigne  par  a  une  quantité  quelconque  et  par  ,v  un  arc  com- 
pris entre  les  limites  —  >.   +7'  les  valeurs  de  cos;x^  et  de  siny..v  se 

■I  •4 

développeront,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  tangente,  par 
les  formules 


(lO) 


cos  a, y  =  cos 


uAu.  —  i)        ..    ,      .    , 
tx^.  _  i_li L  cos!^"-.v  sm-.v 


('^^)    ; 


cos!^-.v 


j  .:>. 

y  { y  —  I  ) 

I  .2 


laiiii"-''-  +  . . 


i\\\y.S^=:-  -COS!^~'.VSi 


a  (  a  —  I  )  (  a  —  ?.  )        ,,    .,      ... 

ii.v  —  ■ — ■ -^ cosl^-'^^sin'A' 

1.2.^ 


\ 


=  U.  COSi'-.V 


laiig.v—  -^ -^"-Tj^ tang^9 


•■] 


[roir  y  Analyse  algébrique,  p.  297).  Si  la  valeur  numérique  de  .v  était 

renfermée  entre  les  limites  y,  -,  les  séries  comprises  dans  les  seconds 

membres  des  équations  (i5)  et  (iG)  deviendraient  divergentes  et  n'au- 
raient plus  de  sommes. 

Les  développements  connus  de  cosy.s  el  de  siny.:?,  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  sin;  ou  cos^,  ne  peuvent  s'obtenir  que  dans  le 
cas  où  ;x  est  un  nombre  entier.  Ils  se  déduisent  immédiatement  des  for- 
mules (i3),  (i4),  etc.,  lorsque,  dans  les  séries  que  renferment  les  se- 
conds membres,  on  renverse  l'ordre  des  termes,  en  écrivant  les  pre- 
miers ceux  qui  étaient  les  derniers,  et  réciproquement.  On  tirerait  avec 
la  même  fîicilité  des  formules  (i5)  et  (iG)  les  développements  de  cosy..v 

Œuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  VI.  -^ 
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et  de  sin{y.5  suivant  les  puissances  descendantes  de  tang^,  en  suppo- 
sant la  quantité  [j.  réduite  à  un  nombre  entier. 

11  me  reste  à  parler  des  formules  qui  fournissent  les  développements 
des  puissances  de  coss  et  de  sin^  suivant  les  cosinus  ou  sinus  des  arcs 
multiples  de  z.  Dans  le  cas  le  plus  général,  ces  formules  peuvent  être 
déduites  de  la  sommation  des  séries 

l   U—  cosiJ.z-h  iJ.co&{u  —  ?.)z.-\~  '-^ f  COS(f/.  —  .\)z  +  .. ., 

(17)     < 

('  =  siiif/c  +  p.  sm{[j.  —  2)z+  '-^ '  sm{iJ.  —  \)z-h. .  ., 

\  I  •  Z 

qui  sont  elles-mêmes  comprises  dans  les  suivantes  : 

l   U  =  cos/^^  +  [xycos(u.  —  2)z-h  ^-^J^—lllyUlOS{u.  —  4);  H-.  .., 
(•8)     i  ^•'  ^  ■' 

/  V=:  sini/.z-h  (J-f  sin(//  —  2)-  -t-  ^    ''^     j^  sin(p.  —  4)^  + 

Observons  d'ailleurs  que,  pour  rendre  celles-ci  convergentes,  on  doit 
toujours  renfermer  r  entre  les  limites  —  i,  +1.  Cela  posé,  si  l'on 
ajoute  la  première  des  formules  (18)  à  la  seconde  multipliée  par  v  — ^^ 
on  trouvera 

(19)       U  +  Vv/^=^=:  el^'^^'  fi  +  aj<?-2^v'^+  ^AJ^—_L1  y- c-^z^~i  ^^^  . .  /j. 
Par  conséquent,  la  question  se  réduit  à  trouver  la  somme  de  la  série 

(9.0)  I,     uye-^^-J^,     "-^^^•"'^j-^g-W-"^,      .... 


1 .2 


Or  il  résulte  immédiatement  de  la  formule  (7)  que  cette  somme  est 
équivalente,  pour  des  valeurs  quelconques  des  quantités  [j.  et  :;,  à 

(21)  (,+^.^-2.^^)^ 

On  aura  donc  généralement 

(22)  U^VV-^  — e!^-v/^(i  +  7e-2V^):^^ 
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et,  par  suite, 

(23)  «  +  ('v/^  =  e!W~(I  +  e-2W^)^ 

Les  formules  (22)  ct,(23)  suffisent  pour  déterminer  les  quatre  quanti- 
tés U,  V,  w,  ('.  Concevons,  par  exemple,  qu'on  demande  les  valeurs  de 

//  et  de  V.  On  posera 

z  —  Q±.n7i, 

0  désignant  un  arc  compris  entre  les  limites ^j  +  -,  et/?  un  nombre 

'  22 

entier  quelconque.  On  aura,  par  suite, 
et  la  formule  (23)  donnera 

_  e±|j.«  7:/- (gOv/^  +  g-Ov/^  )!^  ^  (  ^^  cos  0  )  !^  (  ces  ;:/ w  r  ±  v/-^  si  M /^ /*  71  ) . 
On  en  conclura 

(24)  "         «  =  (2Cos9)!^cos/!x«7:,         r  =  (2  ces  0)H-sin  y.  «TT. 

Les  deux  équations  précédentes  peuvent  remplacer  des  formules  équi- 
valentes données  par  M.  Poinsot  dans  ses  Recherches  sur  l'analyse  des 
sections  angulaires,  ainsi  que  les  quatre  formules  données  par  M.  Pois- 
son, sous  les  n°^  (10)  et  (11),  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  septembre 
1825. 

11  ne  faut  pas  oublier  que  les  séries  comprises  dans  les  formules  (17) 
ne  peuvent  être  sommées  que  dans  le  cas  où  elles  sont  convergentes. 
Or  c'est  ce  qui  arrivera  toujours  si  la  quantité  [j.  est  positive.  En  effet, 
on  a  généralement,  en  supposant  ^^  inférieur  à  l'unité  et  l'exposant  a 
positif  ou  négatif, 

(25)  (I  -  z)V-^  ^-^z-  ^-^'  '  '"^  -^-  ^-^^  -  ^-^  ^'^-!'-^  .•'- 

l  1.2  I .2.3 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  :  1°  que  les  termes  de  la  série  précédente, 
qui  renfermeront  des  puissances  de  :;  d'un  degré  supérieur  à  la  valeur 
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luiméi'ique  de  l'exposant  y.,  seront  tous  affectés  du  même  signe;  2«  que, 
SI  l'on  l'ait  converger  z  vers  la  limite  i,  la  série  ne  cessera  pas  d'être 
convergente,  quelque  petite  que  soit  la  différence  de  ^  à  l'unité.  Il  est 
aisé  d'en  conclure  que,  pour  ^  =  i ,  la  série  sera  convergente  ou  diver- 
gente suivant  que  la  limite  de  la  somme  (i  —  z)^  sera  finie  ou  infinie. 
Le  premier  cas  aura  évidemment  lieu  si  u.  est  positif,  puisqu'on  trou- 
vera, dans  cette  hypothèse,  (i  —  i)!^  =  o.  On  aura  donc,  pour  des  va- 
leurs positives  de  a, 

(26)  ..-._'^.     /^('-.^)       (Ai  - 1'-)  i^^  ~  !x) 

1  1.2  1.2.3  ■  ■  ' 

et,  puisqu'alors  la  série 

(27)  I,      --■-,      -"-('-P-)^      -^(■-a)(2  — y.) 

'  1.2  '  r .2.3  '       •  •  • 

sera  convergente,  on  pourra  en  dire  autant  a  forùoii  des  séries  com- 
prises dans  les  formules  (17).  Si  l'on  supposait,  au  contraire,  |z  négatif 
et  égal  à  —  v,  on  trouverait,  en  posant  z  =.  \ , 

et,  par  suite,  la  série  (27)  ou 


(28) 


V         v(i/+i)         V  {v -\-  \)  {v  +  '.l) 


—  1       — 


.1  1.2  1.2.3 

serait  divergente.  Ajoutons  que  le  terme  général  de  cette  série,  savoir 

(29)  v(-v  +  0...(v+,.-,) 


1  .  2  .  a  .  .  .  /i 


croîtra  ou  décroîtra  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
suivant  que  l'on  supposera  v  >  i  ou  v  <  i;  et  d'abord,  il  est  clair  que, 
si  V  désigne  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité,  l'expression  (29) 
pourra  être  présentée  sous  la  forme 

r  3  o  ^  ("  +  ')("  +  '^  )•••(  ^^  +  '-^  —  '  ) 

^    '  1.2.3. .. (y  — I) 


DES   SECTIONS  ANC UL  VIRES.  il 

d'oii  il  résulte  qu'elle  deviendra  infinie  pour  des  valeurs  infinies  de  //. 
De  plus,  si  l'on  fait  avec  M.  Legendre 

r(v)  =  r    x'-^e-'  ch-, 
l'expression  (29)  deviendra  généralement 


r(v)r(/^  +  .)' 


et,  comme,  en  désignant  par  i  une  quantité  dont  la  valeur  numéri(|n(' 
décroisse  indéfiniment  avec  -,  on  aura,  pour  de  grandes  valeurs  de  /•, 

1         

r(/-)  =  (H-fj/-'^-e-''v'2  7:, 

on  trouvera,  par  suite, 

^''^  rTvyf(7r:r7)=^i>)^'  +  "^' 

f^  devant  converger  en  même  temps  que  -  vers  la  limite  o.  Or  il  est 

clair  que  le  second  membre  de  l'équation  (3i)  se  réduira,  pour  des 
valeurs  infinies  de  n,  à  zéro,  à  l'unité  ou  à  l'infini  positif,  suivant  que 
l'on  supposera  v  <;  i ,  v  =  i  ou  v  >>  i .  On  pourra  donc  en  dire  autant  de 
l'expression  (29);  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  sérieâ  comprises 
dans  les  formules  (17)  seront  divergentes  pour  des  valeurs  négatives  de 
a  renfermées  entre  les  limites  \j.  =  —  f,  ;x  n=  —  oc  .  Quant  aux  valeuis 
de  [j.  renfermées  entre  les  limites  \j.  =  o,  y.  =  i,  on  démontrerait  faci- 
lement, par  des  procédés  semblables  à  ceux  que  nous  avons  employés 
dans  le  Chapitre  VI  de  V Analyse  algébrique,  qu'elles  rendent  ordinaire- 
ment convergentes  les  séries  comprises  dans  les  formules  (17).  On  doit 
toutefois  excepter  le  cas  où  l'on  supposerait  2^  =  -. 

Des  remarques  diverses  que  nous  venons  de  faire,  il  résulte  que  les 
formules  (23)  et  (24)  doivent  être  restreintes  au  cas  où  la  quantité  a  se 
trouve  renfermée  entre  les  limites  ;-'-=—  r,  a  =  :c  ,  c'est-à-dire  au  cas 
où  la  quantité  [x  h-  i  est  positive. 
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,\ous  nous  sommes  contentés,  dans  eet  article,  de  montrer  comment 
les  principes  que  nous  avons  établis  s'appliquent  à  la  sommation  des 
séries.  Mais  c'est  surtout  dans  le  Calcul  intégral,  et  particulièrement 
dans  la  théorie  des  intégrales  définies,  que  les  mêmes  principes  reçoi- 
vent de  nombreuses  et  d'utiles  applications.  On  peut  consulter,  à  ce 
sujet,  le  XIX*'  Cahier  du  Journal  de  V École  royale  Polytechnique,  ainsi 
(ju'un  Mémoire  publié  sous  la  date  d'aoùl  iHa'j,  et  relatif  aux  inlé- 
iirales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 


SUR 


UN  NOUVEAU  GENRE  DE  CALCUL 


AN\LO(.lK 


AU  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


On  sait  que  le  Calcul  différentiel,  qui  a  tant  contribué  aux  [trogri's 
de  l'Analyse,  est  fondé  sur  la  considération  des  coefficients  différentiels 
ou  fonctions  dérivées.  Lorsqu'on  attribue  à  une  variable  indépendantes- 
un  accroissement  infiniment  petit  e,  une  fonction  f{oc)  de  cette  variable 
reçoit  elle-même  en  général  un  accroissement  infiniment  petit  dont  W 
premier  terme  est  proportionnel  à  s,  et  le  coefficient  fini  de  s  dans 
l'accroissement  de  la  fonction  est  ce  qu'on  nomme  le  coefficient  dijf'é- 
rentiel.  Ce  coefficient  subsiste,  quelque  soit  x,  et  ne  peut  s'évanouir 
constamment  que  dans  le  cas  où  la  fonction  proposée  se  réduit  à  une 
quantité  constante.  Il  n'en  est  pas  de  même  d'un  autre  coefficient  dont 
nous  allons  parler,  et  qui  est  généralement  nul,  excepté  pour  des 
valeurs  particulières  de  la  variable  x.  Si,  après  avoir  chercbé  les  valeurs 
de  X  qui  rendent  la  fonction /"(a;)  infinie,  on  ajoute  à  l'une  de  ces 
valeurs,  désignée  par  x^,  la  quantité  infiniment  petite  s,  puis,  que  l'on 
développe /(j:^,  -he)  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  même 
quantité,   les  premiers  termes   du  développement  renfermeront  des 

puissances  négatives  de  s,  et  l'un  d'eux  sera  le  produit  de  -  par  un 
coefficient  fini,  que  nous  appellerons  le  résidu  de  la  fonction  y (j?)  re- 
latif à  la  valeur  particulière  x^  de  la  variable  x.  Les  résidus  de  cette 
espèce  se  présentent  naturellement  dans  plusieurs  branches  de  l'ana- 
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lyse  algébrique  et  de  l'analyse  infinitésimale.  Leureonsidération  fournit 
des  méthodes  simples,  et  d'un  usage  facile,  qui  s'appliquent  à  un  grand 
nombre  de  questions  diverses,  et  des  formules  nouvelles  (|ui  paraissent 
mériter  l'attention  des  géomètres.  Ainsi,  par  exemple,  on  déduit  immé- 
dialenjent  du  calcul  des  résidus  la  formule  d'interpolation  deLagrange, 
la  décomposition  des  fractions  rationnelles  dans  le  cas  des  racines 
égales  ou  inégales,  des  formules  générales  propres  à  déterminer  les 
valeurs  des  intégrales  définies,  la  sommation  d'une  multitude  de  séries 
et  particulièrement  de  séries  périodiques,  l'intégration  des  équations 
linéaires  aux  différences  finies  ou  infiniment  petites  et  à  coefficients 
constants,  avec  ou  sans  dernier  terme  variable,  la  série  de  Lagrange 
et  d'autres  séries  du  même  genre,  la  résolution  des  équations  algé- 
briques ou  transcendantes,  etc.  . . . 

La  recherche  des  résidus  d'une  fonction /(.r)  s'effectue  d'ordinaire 
avec  beaucoup  de  facilité.  En  elfet,  soit  toujours  ,r,  l'une  des  valeurs 
de  .r  (}ui  rendent  cette  fonction  infinie,  c'est-à-dire  l'une  des  racines 
de  l'équation 

(0 


./(•^•; 


La  valeur  du  produit  (r  —  .rf)/[x),  correspondante  à  .f  =  .r,,  se  pré- 
sentera sous  une  forme  indéterminée.  Mais,  en  réalité,  elle  sei'a  très 
souvent  une  (|uaiitité  finie.  Adoptons  d'abord  cette  hypothèse  et  fai- 
sons 

On  tii'cra  de  l'éij nation  (2) 

Ci)  ,A..)=    '<-' 


et,  par  suite, 

£  £ 

0  désignant  un  nombre  inférieur  ii  l'unité.  Par  consé(iuent  le  résidu 


ANALOr.LE  AU   CALCUL  INFINITÉSIMAL.  25 

(le  hi  fonction  /(r),  relatif  à  la  valeur  a;  =  .r,,  sera  la  quantité  finie 

(5)  f(.r,), 

OU,  en  d'autres  termes,  la  valeur  du  produit 

(6)  £/(.r.+£) 

correspondante  à  £  =  o.  Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer, 
l'équation  (i)  est  censée  n'admettre  qu'une  seule  racine  égale  à  r,. 

On  dit  ({ue  l'équation  (i)  admet  m  racines  égales  à  a\,  m  désignant 
un  nombre  entier  quelconque,  lorsque  le  produit  {-t  —  .Vf)'"  /[.v]  ol)- 
tient,  pour  a:-  =  a:,,  une  valeur  tinie  différente  de  zéro.  Soit,  dans  cette 
dernière  hypothèse, 

(7)  {.i--.v,y"/{x)  =  ({.v). 

f(.r,)  sei'a  une  quantité  finie,  et  l'on  aura 

(B)  A.)  =  ^^„, 

puis  on  en  conclura,  en  posant  a-  =  .if  -+-  z, 

0  désignant  toujours  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Donc  le  résidu  de 
la  fonction /(^),  relatif  à  la  valeur  .r  =  .r,,  sera  la  quantité  finie 

r>"'-')(.r,) 
^•^)  i...3...(m-.)' 

ou,  en  d'autres  termes,  ce  que  devient  l'expression 

I  r^'"    •[£'"/(./,•,  -4-£)| 


('") 


1.2.3.  ..(/«  —I)  «Yî'"-' 


lorsqu'on  pose,  après  les  différentiations,  z  —  (». 

Pour  abréger  le  discours,  nous  appellerons  /csif/ii  i/Uégral  (\e  la  fonc- 
tion/(j:)  la  somme  des  résidus  de  celte  fonction  relatifs  aux  diverses 
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racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  (i),  et  l'ésidu  intégral  pris 
entre  des  limites  données  la  somme  des  résidus  correspondants  à  des 
racines  dans  lesquelles  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  v'—  i 
ne  devropt  pas  dépasser  certaines  limites,  h' extraction  des  résidus  sera 
ro}).ératTon  par  laquelle  nous  les  déduirons  de  la  fonction  proposée. 
Nous  indiquerons  cette  extraction  à  l'aide  de  la  lettre  initiale  >i',  ([ui 
sera  considérée  comme  une  nouvelle  caractéristique,  et,  pour  exprimer 
le  résidu  intégral  àef[x),  nous  placerons  la  lettre  c  devant  la  fonc- 
tion entourée  de  doubles  parenthèses,  ainsi  qu'il  suit  : 

(•2)  l.{{f{-r))). 

Dans  la  notation  (12),  les  doubles  parenthèses,  dont  nous  avons  précé- 
demment fait  usage  pour  exprimer  les  valeurs  multiples  des  fonctions 
(ro//- la  page  11),  serviront  à  rappeler  la  multiplicité  des  valeurs  que 
l'on  devra  en  général  attribuer  successivement,  non  plus  à  la  fonction 
donnée,  mais  à  la  variable  elle-même.  Lorsque  la  fonction /(.r)  se  pré- 
sentera sous  la  forme  fractionnaire 

(.3)  f(^^  =  V^>' 

et  que  nous  voudrons  indiquer  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  ra- 
cines de  l'équation 

(l'i)  F(,r)  =  o, 


nous  écrirons 


p     f(-^) 


appliquant  ainsi  les  doubles  parenthèses  à  la  seule  fonction  F(.r)('). 
Au  contraire,  la  notation 

(1)  Nous  avons  ici  profité,  pour  rcntlro  les  notations  plus  simples,  de  quelques  obser- 
vations qui  nous  ont  été  faites  par  M.  Oslrogradsky. 
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représentera  la  somme  des  résidas  de/(.r),  relatifs  aux  seules  racin(;s 
de  l'équation 

De  nième,  si  l'on  suppose 

(,8)  F(^)=--9(^-)z(^-), 

les  deux  notations 


(•9) 


H-r) 


f(.^) 


exprimeront,  la  première,  la  somme  des  résidus  correspondants  aux 
racines  de  9(^)  —  o,  et  la  seconde,  la  somme  des  résidus  qui  corres- 
pondent aux  racines  de  /(.r)  —  o,  en  sorte  qu'on  aura  généralement 


(•..o) 


f(,r) 


l'(.r) 


f(.r) 


<-'((?(^-)7.(-^-)))     '^{{9{'^-)))yM-)     <-"9(-^)((z('^))) 
De  même  encore,  si  l'on  suppose 

(21)  {■{^•)  =  o{x)y^{.r), 

on  obtiendra  l'équation 

^     ^          .,{(o{.f)yi.r)))       i^{(M:c)yyii^       .^o(.x-){{y{u-)y) 
(^'^         <t ÎV) "^ ^(^)  *^        »^("-^-)        ' 

dans  laquelle  les  deux  termes  du  second  memi)r(î  représenteront,  le 
premier,  la  somme  des  résidus  de/(.r)  relatifs  aux  racines  de  — -^^  -r=  o. 


=  o. 


et  le  second,  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  — -^ 

Si  l'on  fait,  en  particulier,  /  (.r)  =x—  r, ,  la  seconde  des  notations {nj) 

se  trouvera  réduite  à 

r  f(.r) 

et  représentera  le  résidu  partiel  relatif  à  une  seule  des  racines  de  l'é- 
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quation  (i).  Do  plus,  comme  on  aura  dans  cette  hypothèse 

f(,r) 


o{.t) 


{x  —  Xy)f{.r), 


il  est  clair  (jue  le  résidu  correspondant  à  la  valeur  .r  =  r,  pouria  encore 
être  exprimé  par  la  notation 

(.4)  p(.r-.r.)/(.r) 


c^ 


((.r-j^,))      ' 


ce  que  l'on  pouvait  conclure  directement  des  conventions  adoptées. 
Enfin,  si  nous  voulons  indiquer  la  somme  des  résidus  de/(.r),  rcdalits 
à  celles  des  racines  de  l'équation  (i)  dans  lesquelles  les  parties  réelles 
demeurent  comprises  entre  deux  limites  données  .t,,»  X,  et  les  coeffi- 
cients de  y-—  '  entre  deux  autres  limites  r„.  Y,  nous  emploierons  la 
notation 

(^5)  ^£\(/(-0)). 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'équation  (i)  n'a  que  des  racines  imaginaires, 

représentera  la  somme  des  résid-us  relatifs  aux  racines  dans  les<}uelles 
le  coefficient  de  y  —  i  sera  positif. 

Ces  diverses  conventions  étant  admises,  on  aura  évidemment 


O' 


(((.r  — .r,)'"))         i.2.3...(/M  — i; 


>v^  désignant  une  valeur  particulière  de  r,  pour  Uujuelle  la  fonction 
ï[x)  ou  f^'"  "(r)  conserve  une  valeur  finie.  On  trouvera  encore,  si  l'é- 
«juation  (i)  n'a  qu'une  seule  racine  égale  à  œ,, 
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et,  si  l'é({uation  (i)  fournit  m  racines  égales  à  ^,, 

^'     ''  «^  (((^  — ^,)"'))         \  .y.  :i .  .  \m  —  \)  de'"-'  ' 

i  (levant  être  réduit  à  zéro,  lorsqu'on  aura  effectué  les  différentialions. 
Si  la  fonction /(.r)  se  présente  sous  la  forme  fractionnaire  p— c'  et  (pic 
r,  soit  une  racine  de  l'équation  F(.r)  =  o,  on  aura 

0  désignant  un  nombre  inféi'ieur  à  l'unité.  Donc  alors  la  valeur  du 
produit  s/(.r,  -h  s),  correspondante  à  s  =  o,  sera 


et  la  formule  (29)  donnera 


hjitin,  si  l'on  nomme  a  une  quantité  comprise  entre  les  limites  r^,  X, 
et  h  une  quantité  comprise  entre  les  limites  v„,  Y,  on  aura  généra- 
lement 

(32)  ^  i.    K{J\-^)))-="  ^  ^kJ\-v)))-V^  l^  {{J\x))) 
et 

(33)  'i\(/(.^)))='£."((/(-^)))+ V\(/(.r))). 

'.1  .V,i  .l'o  Vil  J-,1  /' 

Pour  que  ces  (l(>rniéi'es  formules  s'étendent  à  toutes  les  liypotlii-scs  (juc 
l'on  peut  faire  sur  les  valeurs  des  quantités  a,  h,  .x\,,  X,),,.  V,  il  suftil 
de  concevoir  que,  dans  le  résidu  intégral  représenté  par  la  notation  (  2 5  , 
on  réduit  chaque  résidu  partiel  à  la  moitié  de  sa  valeur,  toutes  les  fois 
qu'il  correspond  à  une  racine  dans  laquelle  la  partie  réelle  coïncide 
avec  une  des  limites  r^,  X,  ou  le  coefficient  de  y—  1  avec  l'une  <\v> 
limites  jo,  Y;  et  au  quart  de  cette  même  valeur,  toutes  les  fois  (jue 
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les  deux  conditions  sont  remplies.  Cela  posé,  si  l'équation  (i)  a  des 
racines  l'éelles  et  des  racines  imaginaires,  la  notation  (26)  représen- 
tera évidemment  la  demi-somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  réelles, 
augmentée  de  la  somme  des  résidus  correspondants  aux  racines  ima- 
ginaires dans  lesquelles  le  coefficient  de  \/—  i  est  positif. 

Concevons  présentement  que  l'on  remplace  la  fonction /(.t)  [)ar  la 
somme  de  plusieurs  fonctions  o(^),  /.(j:-)» ^^"  établira  sans  diffi- 
culté les  formules 

(34)  l,   ((  9(.rO -H -/(^O +•••))=    l,    ((9(>^)))+    i    ((z('^-)))+.--, 

(35)  '£\(9(^-)  +  X(-^')+---))=^/.    ((9(^)))-^^i    ((z(-'')))+---. 


On  trouvera  de  même 

< 'M\,        r  o(./o +  •/(■/■) H- ...  _  p  ^ 9 o^_      p    /(■^•)     , 

•^      ■'  <-^  ((iM.r)))  ~"<-^((F(.^))j        <-((F(^))) 


Soit  de  plus/(x,  ::)  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
.r,  z\  et  supposons  que  léquation 

(3;) 


l'ésolue  par  rap[)orl  à  ^r,  fournisse  des  racines  indépendantes  de  la 
variable  z.  Si  l'on  désigne  par  x,  l'une  de  ces  racines,  il  est  clair  (jpe 
le  résidu  de  la  fonction  dérivée 

df{a;z) 

correspondant  'a  x  =  .r,,  ne  différera  pas  de  la  dérivée  relative  à  z  du 
résidu  de  la  fonction  /(.r,  :;).  Car  ces  deux  quantités  se  réduiront  l'une 
et  l'autre  au  coefficient  du  rapport 
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dans  le  développement  de  l'expression 

suivant  les  puissances  ascendantes  des  accroissements  i,  s .  Cette  re- 
marque pouvant  s'étendre  aux  diverses  racines  do  réqualiou  ('^7),  (pic 
l'on  suppose  indépendante  de  la  variable  z,  on  en  conclura 

(38)  r  (('llif!^]  \\  ^  àC{{f{œ,z)))  _ 

Soit  maintenant 

(39)  /{.r,z)=-.  f   F{a;z)dz, 

r„  désignant  une  valeur  particulière  de  :;.  On  aura,  par  suite, 

(4o)  !Lq_i^ =,(.,,, 

puis,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  (38)  à  partir  de 
z  =  r,),  on  trouvera 

(40  [  l  {{i'i-r,  z))}dz  =  r^(j^  J^'  F{u',  z)  dz 

On  établirait  pareillement  les  formules 

(42)  ^.^,4a/(-^>^)))^VV/^/(^s^)^' 
et 

(43)  y  V,\(F(^,.-)))rf.-^-  V   ((  j'V(.r,  z)dzj 

les  deux  intégrales  relatives  à  z  étant  prises  entre  les  mêmes  limites. 
Il  résulte  évidemment  de  ces  diverses  formules  que  l'on  peut  différen- 
tier  et  intégrer  sous  le  signe  c,  aussi  bien  que  sous  le  signe  /. 

Si,  dans  la  formule  (9),  on  remplace  s  par  ^  —  ^,,  et  ^  ""  ^^.'  "^  ^^^ 
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par  'y(  r),  on  trouvera 


1 . 2 . 3 . . .  (  /;<  —  I  )      ./'  — 

La  fonction  v(r),  comprise  dans  cette  dernière  formule,  acquerra  gé- 
néralement, pour  x  —  x^,  une  valeur  iinie,  savoir 


I  .  i  .  3  .  .  .  //< 


De  plus,  on  tirera  de  l'équation  (  28),  en  y  remplaçant  m  par  m  ^  i,  et 
la  lettre  .r  par  la  lettre  :■, 

^-*^'  7.2.3.../»     '<-^(((~^-^^',)"'^')) 

delà  posé,  on  aura 

f(.r,)  ,    ;^         l'H-^-i)         ^  J_        f"(^i)         _^        ^  I  f'"'-"(.^'.) 

(,i— .^-i)'"  "^  1   (.r  —  .r,)'"-'    '     1.2  (.r  — .r,)'"   •'       ■"        i.  2.3...  (/«  —  i)      .r  —  .r, 


^    f(^)    ^  _^__! r     f(.)  __._  p.  _f( il 


f(^) 

^•-■^■i)"'a(----^-i)'")) 

p  i\^^ (.r-.r,)"'-(c^^.7-,)"' 

'^  <^  (,t.  _  ^n  )'"  ((.(:;  —  X,  )'"  ))  a;  —  c 

"^-  (^  (.,.  _  -)  ^  ^  -  _  a-i)'"  ))        (.r  -  .r,  )'"  <^  (.^'  -z)  ((  (:;  -  a',  )'"  )) 

D'ailleurs  la  notation 

p  {z-.r,)"^n=-) _^    p       (--.r,)f(^) 

O  (X  -  ^)  ((  {z  -  ^,)'"  ))  "  '^  O^'  -  ^)  ((-  -  .î'i.)) 

représente  le  résidu  de  la  fonction 
(48)  ^. 
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relatif  à  v  =  a?,  ;  et,  comme  ce  résidu  est  évidemment  nul,  attendu  (juc 
la  fonction  (48)  conserve  pour  z  =  x,  une  valeur  finie,  savoir 

nous  pouvons  conclure  que  l'on  a  généralement 

f(.r,)  I  f'(.r,)  I  i""(^,) 


(.19) 


(.r  — .r,)'"         I   (a:  — .r,)'"-»         i  .2  (.r  —  ^i)'»"^ 

I {('"-'H.T,) 

1 .  2  . 3  .  .  .  (  ///  —  I  )      a'  —  a'i 

_  r  f(^-) 


<^(,r-..)(((.--.r,)'")) 


On   peut   véritier  directement  l'équation  (49)»   en   observant   (jUc   le 
second  membre  de  cette  équation  représente  la  valeur  de  l'expression 


,„,-,.  r(.) 


(.50) 


[^ 


1 .2.3.  ..(//<  —  i)  àz'"   1 

correspondant  à  :;  =  .r,.  Comme  on  a,  d'autre  part, 

{{z)=.{z-.v,y"/{z), 
le  second  membre  de  l'équation  (49)  pourra  être  réduit  à 


ou  même  a 


r    (^  — >^i)/(^) 


Par  suite,  l'équation  (44)  donnera 

( •> . )  /■( .r )  -  /    (--i:g:i)/(-)_„ ^ ,j^ ( _,. ^,; 

Il  résulte  de  cette  dernière  que,  pour  déduire  de  la  fonction  /'(.r),  qui 
devient  infinie  lorsqu'on  suppose  oc  =  Xf,  une  autre  fonction  qui  con- 
serve, dans  la  même  hypothèse,  une  valeur  finie,  il  suffit  de  retrauclicr 

<¥:u\-res  de  C.  —  S.  Il,  t.  VI.    .  5 
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clo/"(.r)  une  somme  de  fractions  rationnelles  équivalente  à  l'expression 

t^    ^  i'       (j-.r,)/(^) 

^•''^  ^(x--)((.--a.,))' 

c'est-à-dire,  le  résidu  de  la  fonction 

relatif  à  :;  =  ^,. 

Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  déduire  de  la  fonction /(.r) 
une  autre  fonction  qui  ne  devienne  jamais  infinie  pour  aucune  des 
valeurs  particulières  .x  =  x\,  x  ^  x.^ Il  suffira  évidemment  de  re- 
trancher de/(  a?)  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  (53)  correspon- 
dant aux  valeurs  z  =  x^,  z  =  a\_,  . ..,  c'cst-ii-dirc  le  résidu  intégral  re- 
présenté par  la  notation 

r((/(^'))) 

Donc,  si  l'on  pose 

r(r-\  r  ((/(-)))   _-^/^N 

la  fonction  ts^x)  conservera  une  valeur  finie  pour  x  =^  x^,  x  —  ^'o,  . . . , 
et  par  conséquent  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires 
de  la  variable  x. 

Dans  le  cas  particulier  où/(j?)  désigne  une  fraction  rationnelle,  u[x) 
ne  peut  être  qu'une  fraction  de  même  espèce,  dont  le  dénominateur  ne 
doit  jamais  s'évanouir,  et  par  conséquent  une  fraction  dont  le  dénoi^ii- 
nateur  est  constant  ou,  en  d'autres  termes,  une  fonction  entière  de  x. 
(]ela  posé,  soit 

(56)  /(")=F^V 

f(.r)  et  ^[x)  désignant  deux  fonctions  entières.  Si  le  degré  de  la  se- 
conde surpasse  le  degré  de  la  première,  la  fonction/(x)  s'évanouira 
pour  des  valeurs  infinies  de  x,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  deux 
membres  de  l'équation  (55),  d'où  l'on  conclura  que  la  fonction  entière 
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rT(.r)  se  réduit  à  zéro.  On  aura  donc,  dans  cette  hypothèse, 

(07)  /(.c)  =  <^    ^__    •- 

La  formule  (l!;)  fournit  le  moyen  de  décomposer  dans  tons  les  cas  pos- 
sibles la  fraction  rationnelle/(a?)  en  fractions  simples. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  veuille  décomposer  en  frac- 
tions simples  la  fraction  rationnelle 


On  tirera  de  la  formule  (5;) 


r 


r  '  ,   r 


V 

D'ailleurs,  si  l'on  désigne  pars  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura, 
en  vertu  des  formules  (27)  et  (3o), 


V ' ^  i    J_ 


et 
l 


(^_5)(-4_,)(((-_,)-i)) 
I 


à  - 


(•>.  ^-e)  {x~  i  —  E) 


ôi  { -i  -i-  £  ,)-  .r  —  I  —  £        y.  -f-  £  (./•  —  1  —  £  j' 

/ 
Il  II 

~""^  4  jT^    '     2  (.r  —  1)-" 

On  trouvera  donc 

„  I  II  II  II 

*^^'  (^■  +  i)(j;— T)^  ~  4  ^+T  ~  ~\  .^•  — 1   ^'  ■^  U'  "  1)'' 

ce  qui  est  exact. 

f(  r)  •    . 

Si,  dans  la  formule  ("i;),  on  remplace /f.r)  par  jt~:t  et  si  l'on  sup- 


(<M 
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pose 

{(]())  F(^-)  =  {j-  —  JCi)  {,v^Xi).  .  .{x  —  ./•,„), 

//i  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  trouvera 


(  .r  —  ,r ,  )  (  .r  —  a-.,  ).  .  .{j:—  x,„  ) 


r fu] L_  _^       ,     <^ [iïl-- -  - 

_  'îiXy) I  f(^,») I _, 

{Xi  —  Xi).  .  .{X\  —  X,n  )    X  —  J:'  i  (  X„i  —  Xy).  .  .{  X,n  —  X„i-i  )    X  —  X,„ 

et,  par  suite, 

if(x)=/"-''-t--'"-';V("')-^--- 

\      ^  {x^  —  X,)  .  .  .{Xi-~X„i} 

(.r-.r,)...(.r-.r_,)    f(.r„,). 


(-'"/«  -^   -^"l  )  •    •    •  (■''^/N  •'*^'//l-l  ) 


Cette  dernière  équation  est  la  formule  (rinterpolation  de  Lagrange. 

Si,  après  avoir  multiplié  par  x  les  deux  membres  de  ré(juation  (67), 
on  attribue  à  la  variable  œ  une  valeur  infinie  et  si  l'on  désigne  par  .T 
la  valeur  correspondante  du  produit  ir/(.r),  on  obtiendra  successive- 
ment les  deux  formules 


X  f{x)  — 


I 

X 


et 

(63)  J  :=£((/(.-))). 

Si  la  quantité  J  s'évanouit,  on  aura  simplement 

(64)  j;((/(^-)))=^- 

Cette  dernière  formule  subsiste  toutes  les  fois  que,  dans  la  fraction  ra- 
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lionnelle  désignée  par /(a;),  la  différence  entre  le  degré  du  dénomina- 
teur et  celui  du  numérateur  devient  supérieure  à  l'unité.  Elle  coïncide 
avec  une  équation  établie  dans  le  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  [roir 

la  page  5oo  du  XVIIP  Cahier).  Si  l'on  y  remplace /(j:^)  par  -;-^^'  ,  die 
subsistera  dans  le  cas  même  où  la  différence  ci-dessus  mentionnée  se 
réduirait  à  l'unité.  On  aura  donc  alors 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  à  l'équation  (  17). 
Si,  dans  les  formules  (G3)  et  ((M).  0»  pose 

fil 

A  ■'■)  =  r- TTTTr-"-^ — r^-'r-,  > 


(,/■  —  J7,  )  ( j:-  —  ,r,) .  .  .{.r;  —  av„) 

on  en  conclura  que  la  somme 


■r'.; 


(Gi)) 


\^'iii         "^l  )  •  •  •  {'^'m         •'^'in-  \  ) 

est  équivalente  à  zéro  lorsqu'on  a  n<ini  —  i,  et  à  l'unité  lorscju'on  a 
//  —  //i  —  1 ,  ce  que  l'on  savait  déjà. 

Les  équations  (  J7),  (63)  et  (64),  que  nous  avons  établies  en  suppo- 
sant la  fonction/(^)  réduite  à  une  fraction  rationnelle,  subsistent  en- 
core dans  beaucoup  d'autres  hypothèses.  C'est  ce  que  nous  ferons  voir 
dans  de  nouveaux  articles,  dans  lesquels  nous  exposerons  successive- 
ment les  principales  applications  du  calcul  des  résidus. 


SUR   LES 


FORMULES  DE  TÂYLOR  ET  DE  MACLÂIRIN 


On  prouve  facilement  que,  dans  le  cas  où  la  fraction 

s'évanouit  pour  /i  ■-=  o,  on  a 

(9.)  J(/0  ■=■ ^^ éF(")((//0, 

^    ^  1 .2.6. . .n 

0  désignant  un  nombre  inconnu,  mais  inférieur  à  l'unité  (').  Or,  l'é- 
quation (2),  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  établir  directement  la  théorie 
des  maxinia  ou  minima  et  fixer  les  valeurs  des  fractions  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  ->  conduit  aussi  très  simplement  à  la  série  de 

o  '■ 

Taylor  et  à  la  détermination  du  reste  qui  doit  compléter  cette  série.  En 
effet,  on  tirera  successivement  de  l'équation  (2)  : 
i"  En  posant  i(A)  =/(.T  +  A)  — /(^),  et /?  =  I, 

(3)  /{x  +  h)  -J\x)  =  -^f'{u-  +  0h); 

j)uis,  en  posant/'(a7  +  OA)  ==/'(,r)  -+-  H,, 

II         /(■r4-/0-/(.r)-A/H.r), 


(  1  )  l'oir,  dans  le  Résumé  des  Leçons  données  à  f  Ecole  royale  J'olrtrr/i/ilfjue  sur  le  Calcid 
infinitésimal,  la  formule  (7)  de  ladJUion,  page  164.  Celte  formule  comprend,  comme  cas 
particulier,  l'équation  (2). 
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2"   En  posant  ri(h)  =/(.r  +  h)  -  f[x)  -  hf(x),  et  n  =  a, 

(4)  f^^r  +  h)-f{x)-~hf'{x)-^  J!lf'^.r~^e/i): 
puis,  en  posant/"(£>?  +  GA)  =f"[x)  +  H., 

/{■^•  +  h)-^f{x)-hf'{x)-~f{x) 

3"  En  posant  ^(h)  =  f[x  +  h)  -  f{x)  -  hf'{œ)  -  il  /"(.r),  el 
n  =  3, 

(5)  /(a;  +  A)-/(.r)-A/'(.r)-^  _^ /"(^)  =  _iL /•"'(^. .,_  ,5/,). 
puis,  en  posant /'"(.r  +  5/^)  —f"'[x)  -4-  H^, 

/(,r4-A)-/(a.)-A/'(^)--^/"(.r)-  ,-^/"(.x-)    . 

rïTs  "=*  -  1^^ 

En  continuant  de  la  même  manière,  et  observant  que  les  quantités 
s'évanouissent  toutes  avec  //,  on  établira  généralement  l'équation 


(0) 


ou 


(7) 


/(.r  +  /0-/(.r)-A/(,r)-  -^/'(.r)  _...._  7— t^:_-^/ «-'  (-■) 


/(^ -h h)  ----f{x)  +  ^V'(x)  +  ii/"(^)  +  . . . 


I 


A"-'  A" 


l  .  '2  . 3 , . .  («  —  I  )  i  .1. . .  .11' 
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Si  l'on  y  remplace  x  par  o,  et  h  par  .r,  on  trouvera 


(*^) 


I  A-r)  =/(o)  +  f^/'(o)  +  7^ /"(«)+•  •  • 

I  + ^'^-^ -,/^"-'Uo)+       '!,"     ^^/'"'(g^^)- 

1  \  .1.6.  .  \n  —  I )  \  .i.i.  .  .  }i 


11  suit  (le  la  formule  (7)  que  la  fonction /(a?  4-  h)  peut  être  considérée 
comme  composée  d'une  fonction  entière  de  h,  savoir, 


et  d'un  reste,  savoir, 

1 . 9, .  3 . . .  /t  ' 


(.<»  r^4^/^"H-  +  6/0. 


Lorsque  ce  reste  devient  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment 
oiandes  du  nombre  /^,  on  peut  affirmer  que  la  série 

(M)  /(^),     hf\x),     7^/"(-^)'      ••• 

est  convergente,  et  qu'elle  a  pour  somme/(^  +  h\  Donc  alors  on  peut 
écrire  l'équation 

(jui  est  précisément  la  formule  de  Taylor.  De  même,  si  le  reste 

(,3)  — ï — /("H0^) 

^  '  '  ''  1  .  2  .  ô  .  .  .  /i 

devient  intiniment  petit  pour  des  valeurs  infinies  de  /?,  l'équation  (8) 
entraînera  la  suivante 

(,  1)  /(^)  =/(o)  +  7/(0)  +  1^/"^°)  +  •  •  •' 

qui  est  précisément  la  formule  de  Maclaurin. 

11  est  souvent  utile  de  substituer  aux  expressions  (10)  et  (i3)  d'au- 
tres expressions  équivalentes.  On  peut  y  parvenir  comme  il  suit. 


ET   DE  MACLALRIX.  M 

Désignons  par  (!^[z)  ce  que  devient  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (6)  quand  on  y  remplace  h  par  h  —  z  et  x  par  .x  4-  z,  ou,  en  d'au- 
tres termes,  le  reste  qu'on  obtient  quand  on  développey'(a7  H- A)  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  et  entières  de  h  —  z,  et  que  l'on  s'ar- 
rête à  la  puissance  du  degré  /i  —  i ,  en  sorte  qu'on  ait 


(i5) 

^\       " r/^«-')(.r +  .)  +  .(.). 

l .  2  ..>...(  /i  —  I  )  ' 

9(0)  représentera  la  valeur  commune  de  cliacun  des  membres  de  l'é- 
quation (G).  De  plus,  en  diflerentiant  par  rapport  à  :;  la  formule  («  ^), 
on  trouvera 

(Il  —  ~\n-l 

^  '  ^  I  .'2.3. .  .{n  —  ly       ^  ' 

et  l'on  en  conclura 

'  h  1 . 2 . 3 . . .  (  /i  —  I  )  -^ 

ou,  parce  que  9  (A)  se  réduit  évidemment  à  zéro, 

(/i__0/iV'-» 

(18)  '^^^)  =  7X3777(7^37)  ^'./""(^^-  -H  ^J/'). 

La  valeur  précédente  de  0(0)  n'est  autre  chose  que  le  reste  de  la  série 
de  ïaylor,  présenté  sous  une  nouvelle  forme.  Si,  dans  ce  reste,  ou  rem- 
place X  par  o,  et  h  par  œ,  on  obtiendra  le  reste  de  la  série  de  Maclaui'in 
sous  la  forme  suivante  : 

(19)  .r— ^— '-^ -/(«)(0^). 

Il  suffit,  dans  plusieurs  cas,  de  substituer  ce  dernier  produit  à  l'ex- 
pression (r3),  pour  établir  la  formule  (i4).  Supposons,  par  exemple, 

(20)  /(J:•)-=(<  +  .^)^ 

Œhivres  de  C.  —  S.  H,  t.  VI.  ^ 


k2     SUR  LES  FORMULES  DE  TAYLOR  ET  DE  MACLVURIN. 

[j.  désignant  une  constante  réelle.  Les  expressions  (i3)  et  (19)  devien- 
dront  respectivement 

'jl('x  —  i)...(!J. — ■  n -+■  i)        ,         ^     ,., 
^      ^  1 . 2 . 3 .  . .  /i 

et 

(22)         '^l^-^\•••^f~^+'-^■r"(I-ov^--(x+ox)^-. 

^      ^  i  .2.6.  .  .{n  —  I ) 

Ola  posé,  on  prouvera  facilement  :  1°  à  l'aide  de  l'expression  (21  , 
(jiie  l'équation 

(23)  (i  +  ^)!^=:i+  ^.r  +  i-^-^ j?--  +  .... 

^         ^  ^  '  I  J  .  2 

subsiste  quand  la  valeur  numérique  du  rapport 

(^4) 


I  +  Ox 


est  inférieure  à  l'unité;  '2"  à  l'aide  de  l'expression  (22),  ([ue  l'éiiua- 
tion  (  2'^)  subsiste  quand  le  produit 

1  —  0 

(25)  '^'  — : — s — 

^      '  I  -t-  6^ 

est  compris  entre  les  limites  —  i  et  i.  Par  suite,  il  suCtira  d'employer 
l'expression  (21)  pour  établir  la  formule  (23)  ontre  les  limites  .r  =  o, 
,r  =  I .  Mais  il  faudra  recourir  à  l'expression  (22)  si  l'on  veut  étendre  la 
même  formule  à  toutes  les  valeurs  de  a-  comprises  entre  les  limites 

,r  =  —  r ,  .i-  =  -h  I . 


SUR  LA  RÉSULTANTE 


PROJECTIONS   DE  PLUSIEURS  FORCES 


APPLIQUEES   A   LN    SEUL    POINT. 


Si  l'on  suppose  à  l'ordinaire  une  force  représentée  par  une  longueur 
portée  à  partir  de  son  point  d'application  sur  la  droite  suivant  laquelle 
elle  agit,  la  résultante  R  de  deux  forces  P,  Q  simultanément  applicjuées 
à  un  point  matériel  A  sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  deux  forces.  Cette 
proposition  a  déjà  été  démontrée  de  plusieurs  manières.  Mais,  parmi 
les  démonstrations  qu'on  en  a  données,  les  unes  exigent  que  l'on  con- 
sidère de  nouveaux  points  matériels  liés  au  point  A  par  des  droites 
rigides  et  invariables.  D'autres  sont  fondées  sur  l'emploi  du  Calcul  dif- 
férentiel ou  des  fonctions  dérivées.  D'autres  enfin  sont  déduites  des 
relations  qui  existent  entre  les  cosinus  de  cei'tains  angles.  Je  vais  ici 
démontrer  la  même  proposition,  sans  recourir  à  ces  considérations 
diverses;  et,  pour  y  parvenir,  j'établirai  successivement  plusieurs 
lemmes  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit. 

Lkmme  I.  —  Si  l'on  désigne  par  II  ia  résultante  des  deux  forces  P,  Q 
simultanément  appliquées  au  point  A,  et  par  x  un  nombre  quelconque,  la 
résultante  de  deux  forces  égales  aux  produits  V  x ,  Qx,  et  dirigées  suiva/tt 
les  mêmes  droites  que  les  Jorces  P,  Q,  sera  représentée  par  le  produit  Ra:, 
et  dirigée  suivant  la  même  droite  que  la  force  R . 

Démonstration.  —  Soit  d'abord  x  ^^  —■>  m  et  n  désii^iumt  deux  nom- 
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bres  entiers  quelconques.  On  aura 


l*  x  =z  /?i  — ,  O  ,r  =  m  — 

n  n 


D'ailleurs  on  pourra  considérer  la  composante  P,  ou  îi-y  comme  pro- 

P 

(luite  par  l'addition  de  plusieurs  forces  égales  à  -?  et  la  composante  Q, 

ou//— 1  comme  produite  iiar  l'addition  d'autant  de  forces  égales  à  —  • 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  résultante  des  forces  P,  Q  et  la  résul- 
tante des  forces  P.r,  Qj?  seront  produites  l'une  et  l'autre  par  l'addition 

P  () 

de  plusieurs  forces  essaies  à  la  résultante  de  -  et  de  — •  De  plus,  il  est 
I  ~  //  /i  * 

clair  que  les  deux  premières  résultantes  seront  à  la  dernière  comme 
les  nombres  n  et  m  sont  à  l'unité.  Donc  la  seconde  résultante  sera  équi- 
valente à  la  première  multipliée  par  le  rapport  —  =  ^,  c'est-à-dire  au 

produit  V^x. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  nombre  œ  soit  irrationnel.  Alors 
on  pourra  faire  varier  les  nombres  entiers  m  et  n  de  manière  que  la 

fraction  —  converoe  vers  la  limite^-;  et  il  est  clair  (lue  dans  ce  cas  la 

n  " 

1  1       /•  inV     n^i^     ,       .  , .    .     ,  .  ,  ,  ,      • 

résultante  des  forces  — ?  — -■,  toujours  dirisjee  suivant  la  même  droite, 

et  toujours  égale  à  '-^j  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre,  en  gran- 
deur et  en  direction,  avec  la  résultante  des  forces  P.r,  Qx.  Donc  cette 
dernière  résultante  sera  dirigée  suivant  la  même  droite  que  la  force  K, 

et  elle  aura  pour  mesure  la  limite  du  produit  — ,  c'est-à-dire  le  pro- 
duit R.r. 

Corollaire.  —  Si  l'on  désigne  par  la  notation  (P,  Q)  l'angle  compris 
entre  les  directions  des  deux  forces  P  et  Q,  (P,  R),  (Q,  R)  seront  les 
angles  compris  entre  les  directions  des  composantes  P,  Q  et  de  leur  ré- 
sultante R.  Cela  posé,  si  l'on  fait  successivement R^  =  P,  \\x  =  Q,  ou, 

ce  qui  revient  au  même,  ^"  ==  j^'  •^"  ==  n'  ^"  conclura  du  lemme  précé- 


APPLIQUÉES  A  UN  SEUL  POINT.  45 

(lent  :  i"  que   la  force  P  peut  être  remplacée  par  deux  composantes 

|>2  pQ 

17  ^Wr'  ^"'  forment  avec  elle  des  angles  égaux  à  (P,  R)  et  à  (Q,  R); 

f)2  PO 

2"  que  la  force  Q  peut  être  remplacée  par  deux  composantes  -^  et  -yr^ , 

qui  forment  avec  elle  les  angles  (Q,  R)  et  (P,  R). 

Lemme  if.  —  La  résultante  R  de  deux  forces  P,  Q,  qui  se  coupent  à 
angles  droits,  est  représentée  en  grandeur  par  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  composantes,  en  sorte  qu'on  a 

(i)  ll2^P-+()^ 

Démonstration .  —  Concevons  que  l'on  remplace  la  force  P  par  les 
deux  composantes  ci-dessus  mentionnées,  c'est-à-dire  par  deux  forces 

P-       PO 

-^  et  -~,  qui  forment  avec  elle  les  angles  (P,  R)  et  (Q,  R).  Concevons 

de  même  que  l'on  remplace  la  force  Q  par  deux  composantes  ~  et  -.y  > 
(jui  forment  avec  elle  les  angles  (Q,  R)  et  (P,  R).  On  pourra  supposer 

que  les  forces  ^  -,  -r-  sont  dirigées  suivant  la  même  droite  que  la  résul- 

PO 

tante  R,  et  alors  les  deux  forces  équivalentes  à  -~  formeront  chacune 

avec  la  direction  de  R  un  angle  égal  à  (P,  Q).  Donc  elles  formeront 
entre  elles  un  angle  égal  au  double  de  (P,  Q).  Donc,  puisque  l'angle 

PO 

(P,  Q)  est  droit  pai'  hypothèse,   les  forces  équivalentes  à  -r^  seront 

égales,  mais  directement  opposées.  Par  conséquent  elles  se  ferontéqui- 

p2        Q2  ^ 

libre,  et  les  forces  "1^-)  ^^  dirigées  suivant  la  même  droite,  pourront 

remplacer  à  elles  seules  les  forces  P,  Q,  ou  leur  résultante  R.  On  aura 
donc  l'équation 

pS  02 

"  =  ¥  +  ¥■ 

de  laquelle  on  déduit  immédiatement  la  formule  (i). 
Cette  démonstration  est  due  à  Daniel  Bernoulli. 

Lemme  III.  —   La  résultante  R  de  deux  forces  P,  Q  qui  se  coupent  à 
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aiif^ks  droits  est  représentée,  non  seulement  en  grandeur,  ainsi  qu'on  l'a 
prouvé  ci-dessus,  mais  encore  en  direction  par  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  composantes. 

Démonstration.  —  Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  où  les 
forces  P,  Q  sont  égales  entre  elles.  Alors  la  résultante  R  doit  nécessai- 
rement diviser  l'angle  (P,  Q)  en  deux  parties  égales,  et  l'on  a,  en  vertu 
du  lemme  II,  R^  =zz  2P2,  ou  R  =  P  v/2. 

Il  est  encore  facile  de  démontrer  le  lemme  III,  dans  le  cas  oîi  l'on 
suppose  Q^  =  2P-,  ou  Q=:=P\/2.  En  effet,  considérons  trois  forces 
égales  à  P,  dirigées  suivant  trois  droites  qui  soient  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre.  Ces  trois  forces  seront  représentées  par  trois  arêtes  d'un 
cube  qui  aboutiront  à  un  même  sommet.  De  plus,  la  résultante  de  deux 
de  ces  forces  étant  égale  à  P  V2,  et  dirigée  suivant  la  diagonale  d'une 
des  faces  du  cube,  la  résultante  R  des  trois  forces  sera  nécessairement 
comprise  dans  tout  plan  qui  renfermera  l'une  des  forces  P  et  la  diago- 
nale du  carré  construit  sur  les  deux  autres.  Or,  il  existe  trois  plans  de 
cette  espèce,  et  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  la  diagonale  du  cube. 
Donc  la  résultante  des  trois  forces  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
résultante  des  forces  P  et  P  v^2,  qui  se  coupent  à  angles  droits,  sera  diri- 
gée suivant  la  diagonale  du  cube,  laquelle  est  en  même  temps  la  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  les  forces  P  et  P  v/2. 

On  prouverait  absolument  de  la  même  manière  que,  si  l'on  désigne 

par  m  un  nombre  entier,  et  si  l'on  suppose  le  lemme  III  démontré  dans 

le  cas  où  l'on  a  Q  =  V \m,  la  résultante  des  trois  forces  respectivement 

équivalentes  à  _ 

P,    P,    Pv^, 

et  représentées  par  trois  droites  perpendiculaires  entre  elles,  sera 
dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélépipède  rectangle  qui  aura  pour 
côtés  ces  mêmes  droites.  On  en  conclut  que,  dans  l'hypotbèse  admise, 
le  lemme  III  subsistera  encore  si  l'on  prend  pour  Q  la  résultante  des 
forces  P  et  V  \Jm,  c'est-à-dire  si  l'on  fait  Q=  V^hn-^  i.  D'ailleurs  le 
lemme  III  est  évident  quand  on  a  Q  =  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
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m  ^=  \ .  Donc  ce  Icmme  subsistera  encore  si  l'on  prend 


0  =  Pv/7  +  i^Pv'i         ou         Q  ^  P  v/2 -M  =-.  p  y/a,     .... 

ou  en  général 

O  — Py///;, 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Concevons  â  présent  que,  m  et  n  désignant  deux  nombres  entiers, 
on  construise  un  parallélépipède  rectangle  qui  ait  pour  côtés  trois 
droites  propres  à  représenter  les  trois  forces 

P,     V\m,     V\hi. 

La  résultante  de  ces  trois  forces  sera  évidemment  comprise  :  T'dans 
le  plan  qui  renferme  la  force. Py/^  et  la  diagonale  Pv'/^H-  i  du  rec- 
tangle construit  sur  les  forces  P,  V\Jrn\  2"  dans  le  plan  qui  renferine 
la  force  V\jm  et  la  diagonale  \*\Jn-\-  i  du  rectangle  construit  sur  les 
forces  P,  V\n.  Donc  cette  résultante  sera  dirigée  suivant  la  diagonale 
du  parallélépipède;  et  le  plan,  qui  renferme  la  même  résultante  ave»- 
la  force  P,  coupera  le  plan  des  deux  forces  V\lni,  V  \n  suivant  la  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  ces  deux  forces.  Donc  la  résultante 
des  forces  P  y/w,  V  \jn,  qui  doit  être  évidemment  comprise  dans  le  plan 
dont  il  s'agit,  sera  dirigée  suivant  cette  dernière  diagonale.  Donc  le 
lemme  III  subsistera,  quand  on  remplacera  les  forces  P  et  Q  par  deux 
forces  égales  à  V  \rn,  Py/',  c'est-à-dire  par  deux  forces  dont  les  carrés 
soient  entre  eux  dans  le  rapport  d(!  m  à  n.  Donc  le  lemme  H!  subsis- 
tera encore  entre  les  forces  P  et  Q,  si  l'on  suppose 

P-         n  \    n 

Soit  maintenant  Q  =  Va-,  x  désignant  un  nombre  quelconque.  Ou 
pourra  faire  varier  les  nombres  entiers //«  et  n  de  manière  que  le  rap- 
port —  converge  vers  la  limite  x-,  et  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  la 

résultante  des  forces  P  et  P  i  /  — ?  dirigées  suivant  deux  droites  perpen- 
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diculaires  l'une  à  l'autre,  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre,  en 
i>randeur  et  en  direction,  d'une  part  avec  la  résultante  des  forces  P, 
Vx,  et  d'autre  part  avec  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  ces 
deux  forces.  Donc  la  résultante  des  forces  P,  P^  sera  représentée,  par 
la  diagonale  dont  il  s'agit. 

Corollaire  I.  —  Si  la  force  R  est  représentée  par  la  longueur  AB  por- 
tée à  partir  de  son  point  d'application  A  sur  la  droite  suivant  laquelle 
elle  agit,  et  si  l'on  mène  par  le  point  A  deux  axes  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  on  pourra  substituer  à  la  force  R  les  deux  forces  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  projections  de  la  droite  AB  sur  les 
deux  axes. 

Corollaire  IL  —  Concevons  maintenant  que,  deux  forces  P,  Q  étant 
appliquées  à  un  même  point  A  et  représentées  par  deux  droites  AB, 
AC,  qui  forment  entre  elles  un  angle  quelconque,  on  trace  dans  le  plan 
de  ces  deux  forces  deux  axes  dont  l'un  coïncide  avec  la  diagonale  du 
parallélogramme  auquel  elles  servent  de  côtés,  et  dont  l'autre  soit 
perpendiculaire  à  cette  diagonale.  On  pourra  substituer  aux  deux 
forces  P,  Q  les  quatre  forces  représentées  en  grandeur  et  en  direction 
par  les  projections  des  droites  AB,  AC  sur  les  deux  axes.  Or  de  ces 
quatre  forces  deux,  étant  directement  opposées,  se  feront  équilibre. 
Les  deux  autres,  dirigées  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme, 
s'ajouteront  et  donneront  pour  somme  une  force  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  cette  même  diagonale.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  :"  '^* 

Théorème  I.  —  La  résultante  ^  de  deux  foi  ces  V ,  (^  simultanément  ap- 
pliquées à  un  point  matériel  X,  et  dirigées  d'une  manière  quelconque,  est 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  deux  forces. 

Corollaire  L  —  Comme  la  diagonale  R  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces  P,  Q  est  en  même  temps  le  troisième  côté  du  triangle 
(]ue  l'on  forme  en  menant  par  l'extrémité  de  la  première  force  une 
droite  égale  et  parallèle  à  la  seconde,  et  que  l'angle  opposé  dans  ce 
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triangle  au  côté  R  est  le  supplément  de  l'angle  (P,  Q),  ona  nécessaire- 
mont,  en  vertu  d'une  formule  connue  de  Trigonométrie, 

{?.)  R-r=P2+Q2+5l>OcOS(P,0). 

Corollaire  IL  —  Dans  le  cas  où  les  forces  P,  Q  deviennent  égales 
entre  elles,  leur  résultante  R  est  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  diagonale  du  losange  construit  sur  ces  mêmes  forces.  Alors 
la  formule  (2)  se  réduit  à 

(3)  R-=î*P^[i  +  cos(P,  Q)]. 

Déplus,  si  l'on  suppose  (P,R)  =0,  on  trouvera,  dans  le  cas  présent, 
(P»  Q)  =  '-i^.  et,  comme  on  a  généralement 

(4)  -  COS2  0  =r  2COS-0  —  I, 

l'équation  (3)  donnera  R  =  -jPcosG  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  Rr=9,PcOS(P,  R). 

On  peut,  au  reste,  s'assurer  directement  que  le  second  membre  de  la 
formule  (5)  représente  la  diagonale  du  losange  construit  sur  deux  forces 
égales  à  P. 

Il  est  facile  de  démontrer  le  théorème  I,  pour  le  cas  où  les  forces  P, 
Q  ont  entre  elles  un  rapport  quelconque,  quand  une  foison  a  établi 
ce  théorème  pour  le  cas  où  l'on  a  Q  =  P,  c'est-à-dire  quand  on  a  étal)li 
la  formule  (f>).  Or  on  peut  donner  de  cette  formule  une  démonstration 
directe,  qui  se  déduit  à  la  vérité  de  l'équation  (4),  mais  qui  paraît 
mériter  d'être  remarquée.  Je  vais  l'exposer  en  peu  de  mots. 

Admettons  que  la  formule  (  ))  soit  vérifiée  pour  le  cas  où  l'on  a 
(P,R)  =  T,  T  désignant  un  angle  droit  ou  un  angle  aigu.  Je  dis  qu'elle 
subsistera  encore  si  l'on  suppose 

{V,l\)=J-  ou  (P,R)  =  !î_I. 

En  effet,  dans  ces  deux  hypothèses,  l'angle  (P,Q),  compris  entre  les 

OEiivresdeC.  —  S.]\,l.\l.  ,  y 
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directions  des  deux  forces  égales  P,  Q,  sera  équivalent  à  l'un  des  an- 
glesT,  -  — t;  et  l'on  prouvera,  en  raisonnant  comme  dans  le  lenime  II, 

que  l'on  peut  substituer  au  système  des  deux  forces  P,  Q,  ou  à  leur 

P- 

résultante  R,  quatre  composantes  égales  à  ^^,  parmi  lesquelles  deux 

seront  dirigées  suivant  la  même  droite  et  dans  le  môme  sens  que  la 
forccR,  tandis  quelesdeux  autres  formeront  cliacnne  avec  la  résultante 
R  un  angle  équivalent  à  (P,Q),  c'est-à-dire  à  -  ou  à  -  —  t.  Or,  puis- 
qu'on suppose  la  formule  (5)  vérifiée  dans  le  cas  oùl'ona  (P,  R)  =  T,les 

deux  dernières  composantes  pourront  évidemment  être  remplacées  par 

P- 

une  force  unique  égale  à  2  tt-cost  et  dirigée  dans  le  sens  de  la  résul- 
tante R,  ou  dans  le  sens  opposé.  Par  conséquent,  on  trouvera  définiti- 
vement 

p2  p2  pi 

R=  2  ^^  d=  2  —  COST  =  2  -yr-  (1  ±  COSt), 
OU 

(6)  R-^— 2P-(i±:cost), 

le  signe  =1=  devant  être  réduit  au  signe  -+-  dans  le  cas  où  l'on  aura 
(P,  R)  =  ->  et  au  signe  —  dans  le  cas  où  l'on  aura  (P,  R)  =  -  —  -• 
(]omme  on  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (4),  en  y  posant  successive- 
ment 0  ==  -  et  0  =  -  —  ■  , 

2  :>.  2 


I  +  C0ST:=  2C0S"-  -)  I  —  COS  T  i=  2  COS'- 

2 


l'équation  (G)  donnera,  dans  le  premier  cas, 

R  =  2  P  cos  -  j 

2 

et,  dans  le  second, 

R  -=  2  P  COS ^  • 


Donc,  si  l'équation  {/\)  subsiste  quand  on  attribue  à  l'angle  (P,R)  la 
valeur  t,  elle  subsistera  encore  quand  on  attribuera  au  même  angle 

l'une  des  valeurs-?  ^^-7—-  Or  cette  équation  se  vérifie  quand  on  sup- 
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pose  (P,  R)  =  -»  puisqu'on   a  évidemment,   dans    cette    liypothëse , 
\{  =  o  et  cos(P,  R)  =  ().  Donc  elle  sera  également  vraie  si  l'on  suppose 


et,  par  suite,  si  l'on  prend 

(P,U)=i^  =  |,  ou.        „>,R)=^(.-|)  =  ^- 

Donc  elle  sera  encore  vraie  si  l'on  attribue  à  l'angle  (P,R)  l'une  des 
valeurs 

I   -  _   -  I   Stt Sr  I  /         SttX  5-  i 

•^8'"T6'  â'8"'~T6'  ^V"         8"/       76'  9. 


En  continuant  de  même,  on  prouvera  que  la  formule  (:")  )  a  généra- 
lement lieu  lorsque  l'angle  (P,  R)  reçoit  une  valeur  de  la  forme 


■:>.  m 


n  désignant  un  nombre  entier  quelconque  et  2//1  -f-  i  un  nombre  im- 
pair inférieur  à  2.".  Si  maintenant  on  représente  par  0  un  angle  aigu 
pris  à  volonté,  on  pourra  faire  varier  les  nombres  entiers  //i  et  /i  de 
manière  que  le  rapport-^--'  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  H; 
et  la  résultante  R  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre,  d'une  pari 
avec  une  force  équivalente  à  aPcosO,  et  d'autre  part  avec  la  résultante 
de  deux  forces  égales  à  P,  qui  formeraient  entre  elles  un  angle  double 
de  0.  Donc  cette  dernière  résultante  sera  représentée  en  grandeur  par 
y.PcosO  et  vérifiera  encore  la  formule  (.)). 

La  construction  géométrique  qui  sert  à  déterminer  la  résultante  d<' 
deux  forces  P,  Q,  appliquées  à  un  point  matériel  A,  peut  être  facile- 
ment étendue  à  la  composition  de  plusieurs  forces  P,  P',  P",  . . .  appli- 
quées suivant  des  directions  quelconques  à  ce  point  matériel.  En  effet, 
après  avoir  composé  entre  elles  les  forces  P,  P',  on  pourra  composer 
de  la  même  manière  la  résultante  des  forces  P,  P'  avec  la  force  P",  puis 
la  résultante  des  forces  P,  P',  P"  avec  la  force  P'",  etc.  Pour  obtenir  la 
dernière  de  toutes  les  résultantes  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  ré- 
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sultante  de  toutes  les  forces  données,  il  suffira  évidemment  de  mener, 
par  l'extrémité  de  la  droite  qui  représente  la  première  force  P,  une  se- 
conde droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P';  par  l'extrémité  de  cette 
seconde  droite,  une  troisième  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P"; 
par  l'extrémité  de  la  troisième  droite,  une  quatrième  égale  et  parallèle 
à  la  force  P",  etc.  Si  l'on  joint  ensuite  le  point  matériel  donné  avec 
l'extrémité  de  la  dernière  droite,  on  obtiendra  la  résultante  cherchée, 
qui  se  réduira,  dans  le  cas  de  deux  ou  trois  forces,  à  la  diagonale  du 
parallélogramme  ou  du  parallélépipède  construit  sur  ces  mômes  forces, 
et  qui,  dans  le  cas  général,  formera  le  dernier  côté  d'un  polygone  dont 
les  autres  côtés  seront  les  forces  données.  La  construction  précédente 

subsiste,  quelles  que  soient  les  directions  des  forces  P,  P',  P", Si 

on  l'applique  au  cas  où  ces  forces  sont  dirigées  suivant  une  même 
droite,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  contraire,  elle  four- 
nira une  résultante  égale  à  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  un 
sens,  moins  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  l'autre  sens,  et  di- 
rigée dans  le  sens  des  forces  qui  composent  la  plus  grande  somme. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  obtenir  la  résultante  de  deux  forces  P,  Q 
appliquées  au  point  A  et  dirigées  suivant  la  même  droite,  il  suffira  de 
porter  sur  cette  droite,  à  partir  du  point  A,  AB  =  P,  dans  le  sens  de  la 
première  force;  puis,  à  partir  du  point  B,  BD  =  Q,  dans  le  sens  de  la 
seconde  force.  La  force  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
droite  AD,  force  évidemment  égale  à  la  valeur  numérique  de  P  —  Q  et 
dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  forces  P,  Q,  sera  précisé- 
ment la  résultante  cherchée,  ce  qui  s'accorde  avec  les  principes  rehî- 
tifs  à  la  composition  des  forces  qui  agissent  suivant  une  môme  droite. 

Pour  terminer  cet  article,  je  vais  rappeler  ici  quelques  propriétés  de 
la  résultante  de  plusieurs  forces,  ce  qui  me  fournira  l'occasion  de  fixer 
le  sens  de  certaines  expressions  dont  je  ferai  dans  la  suite  un  fréquent 
usage. 

Lorsqu'une  force  P,  appliquée  au  point  matériel  A,  est  représentée, 
en  grandeur  et  en  direction,  par  une  certaine  longueur  AB,  comprise 
entre  le  point  A  et  le  point  B,  si  l'on  projette  la  longueur  AB  sur  un 
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plan  ou  sur  une  droite,  la  projection  pourra  être  censée  représenter  en 
grandeur  et  en  direction  une  nouvelle  force  dirigée  delà  projection  du 
point  A  vers  la  projection  du  point  B.  Cette  nouvelle  force  est  ce  qu'on 
appelle  Va  projection  de  la  force  donnée  P  sur  le  plan  ou  sur  la  droite 
que  l'on  considère.  Cela  posé,  concevons  que,  tous  les  points  de  l'es- 
pace étant  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires  deso:-,  j,  z,  on  projette 
successivement  la  force  P  sur  trois  parallèles  à  ces  trois  axes  menées 
par  le  point  A.  Les  trois  projections  seront  évidemment  les  côtés  d'un 
parallélépipède  rectangle  qui  aura  la  force  P  pour  diagonale;  par  con- 
séquent, la  force  P  sera  la  résultante  des  trois  forces  représentées  par 
les  projections  dont  il  s'agit.  Ces  trois  forces  se  nomment,  pour  celte 
raison,  les  composantes  rectangulaires  de  la  force  donnée,  parallèles  aux 
axes.  Comme  les  projections  d'une  longueur  sur  deux  droites  paral- 
lèles sont  nécessairement  égales,  il  est  clair  que  les  projections  de  la 
force  P  sur  les  axes  mêmes  des  coordonnées  doivent  être  égales  en  in- 
tensité à  ses  composantes  rectangulaires.  Lorsque  la  force  P  est  dirigée 
suivant  une  droite  comprise  dans  l'un  des  plans  coordonnés  ou  dans 
un  plan  parallèle,  par  exemple  dans  le  plan  des  x,y,  cette  force  a  seu- 
lement deux  composantes  rectangulaires,  parallèles,  l'une  à  l'axe  des 
X,  l'autre  à  l'axe  des  y,  et  se  réduit  à  la  diagonale  du  rectangle  con- 
struit sur  ces  deux  composantes. 

Les  définitions  précédentes  étant  admises,  concevons  que  plusieurs 
forces  P,  P,  P",  ...,  dirigées  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque, 
soient  appliquées  simultanément  au  point  matériel  A,  et  que  l'on 
cherche  :  r'  la  résultante  de  ces  forces;  2''  la  résultante  de  leurs  pro- 
jections sur  un  plan  fixe;  3"  celle  de  leurs  projections  sur  un  axe  fixe. 
Pour  obtenir  ces  trois  résultantes,  il  faudra,  d'après  la  règle  énoncée 
plus  haut,  porter  à  la  suite  les  unes  des  autres,  à  partir  du  point  xV  ou 
de  ses  projections  :  i"  des  droites  égales  et  parallèles  aux  forces  P,  P', 
P",  ...  ;  2°  des  droites  égales  et  parallèles  à  leurs  projections  sur  le  plan 
fixe;  3*^  des  droites  égales  à  leurs  projections  sur  l'axe  fixe  et  dirigées 
dans  les  mêmes  sens.  En  joignant  le  point  A  ou  sa  projection  avec  l'ex- 
trémité de  la  dernière  droite,  on  obtiendra  dans  chaque  cas  la  résui- 
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tante  cherchée.  Or,  les  droites  ainsi  construites  sur  le  plan  ou  sur  l'axe 
tixe  étant  évidemment  les  projections  des  droites  construites  dans  l'es- 
pace, on  doit  conclure  que  la  résultante  des  projections  des  forces  P, 
P',  P",  . . .  sur  ce  plan  ou  sur  cet  axe  est  précisément  la  projection  de 
la  résultante  de  ces  mêmes  forces.  On  peut  donc  énoncer  la  [)roposi- 
tion  suivante  : 

Théorème  II.  —  Plusieurs fojves  P,  P',  P",  ...  étant  appliquées  à  un 
même  point,  suii^ant  des  directions  quelcompies ,  si  on  les  projette,  ainsi  que 
leur  résultante  R,  sur  un  plan  ou  sur  un  are  donné,  la  projection  de  cette 
résultante  ne  sera  autre  chose  que  la  résultante  de  leurs  projections. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  supposons  que  l'on 
projette  à  la  fois,  sur  l'un  des  plans  coordonnés,  une  force  et  ses  trois 
composantes  rectangulaires.  Comme,  parmi  les  projections  de  ces  trois 
composantes,  l'une  s'évanouira,  les  deux  autres  projections,  respecti- 
vement égales  aux  composantes  qui  leur  correspondent,  aurcmt  néces- 
sairement pour  résultante  la  projection  de  la  force  donnée. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  traduire  en  Analyse  les  résultats  que  nous  ve- 
nons d'obtenir.  On  y  pai'viendra  sans  peine,  en  ayant  égard  aux  obser- 
vations suivantes. 

Pour  que  l'efï'et  d'une  force  soit  complètement  déterminé,  il  ne  suf- 
fit pas  de  connaître  son  intensité,  son  point  d'application  et  la  droite 
suivant  laquelle  elle  agit.  Il  faut  encore  savoir  dans  quel  sens  elle  est 
dirigée  suivant  cette  droite  ou,  en  d'autres  termes,  quelle  est  sa  direc- 
tion; car  deux  forces  qui  agissent  suivant  une  même  droite  peuvent 
être  dirigées  en  sens  contraires.  Ainsi  l'on  peut  dire  qu'une  seule  droite 
comprend  deux  directions  différentes,  et  l'on  n'obtient  qu'une  seule 
de  ces  deux  directions  lorsqu'à  partir  d'un  point  donné  on  prolonge  in- 
définiment cette  droite  dans  un  sens  déterminé. 

Souvent  on  appelle  axe  une  droite  menée  par  un  point  quelconque 
de  l'espace  et  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  Nous  dirons 
qu'un  axe  de  cette  espèce  se  divise  en  deux  demi-axes,  aboutissant  au 
point  que  l'on  considère,  et  dont  chacun  se  prolonge  indéfiniment  dans 
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un  seul  sens.  Par  conséquent,  chacun  de  ces  deux  demi-axes  aura  tou- 
jours une  direction  déterminée.  Si  l'on  considère  trois  axes  rectangu- 
laires des  x,yei  z,  chacun  d'eux  sera  divisé  à  l'origine  en  deux  demi- 
axes,  sur  l'un  desquels  se  compteront  les  coordonnées  positives,  tandis 
que  l'on  comptera  sur  l'autre  les  coordonnées  négatives. 

D'après  ces  définitions,  il  est  clair  que,  si  l'on  tient  compte  seule- 
ment des  angles  qui  renferment  au  plus  200*^  {nouvelle  dmsion),  deux 
axes  ou  deux  droites,  tracés  de  manière  à  se  conper,  formeront  tou- 
jours l'un  avec  l'autre  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre  obtus,  tandis  que 
deux  directions  ou  deux  demi-axes,  aboutissant  à  un  point  donné,  for- 
meront un  seul  angle,  tantôt  aigu,  tantôt  obtus.  Lorsque  deux  direc- 
tions ou  deux  demi-axes  aboutiront  à  deux  points  différents  de  l'espace, 
ils  seront  censés  former  entre  eux  le  même  angle  que  formeraient  deux 
demi-axes  parallèles  et  prolongés  dans  les  mêmes  sens,  à  partir  d'un 
point  unique.  Cela  posé,  l'angle  que  deux  forces  formeront  entre  elles 
sera  toujours  complètement  déterminé,  et  l'on  pourra  en  dire  autant 
des  angles  formés  par  une  force  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives.  Soient  a,  [i,  y  ces  trois  angles  pour  une  certaine  force  P,  en 
sorte  que 

a  désigne  l'angle  formai  par  la  direction  do  cette  force  avec  le  demi-axe  des  r  positives, 

g  „  »  »  y  positives, 

„  '  ,)  ))  s  positives. 

il  est  clair  que  la  direction  de  la  force  P  sera  complètement  déterminée 
si  l'on  connaît  son  point  d'application  et  les  trois  angles  a,  [î,  y-  1^^» 
effet,  menez  par  le  point  d'application  trois  demi-axes  parallèles  à  ceux 
des  coordonnées  positives  et  construisez  ensuite,  autour  de  ces  demi- 
axes,  trois  cônes  droits  dont  les  génératrices  forment  respectivemeni 
avec  ces  mêmes  demi-axes  les  angles  a,  [i,  y.  La  direction  de  la  force  P 
devra  être  celle  d'une  génératrice  commune  aux  trois  cônes.  Or  il  est 
bien  vrai  que  les  surfaces  des  deux  premiers  cônes  se  coupent  suivaiil 
deux  génératrices.  Mais  on  doit  observer  que,  ces  deux  génératrices 
formant  avec  le  troisième  demi-axe  deux  angles  différents,  l'un  aigu, 
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l'autre  obtus,  une  seule  se  trouve  comprise  dans  la  surface  du  troi- 
sième cône. 

Lorsque  les  angles  a,  p,  y  sont  connus  avec  l'intensité  de  la  force  P, 
on  en  déduit  encore  les  valeurs  des  composantes  rectangulaires  de  la 
force,  ou,  en  d'autres  termes,  ses  projections  sur  les  axes,  et  même  le 
sens  dans  lequel  chacune  de  ces  projections  est  dirigée.  Considérons, 
par  exemple,  la  projection  de  la  force  P  sur  l'axe  des  ac.  Elle  sera,  d'a- 
près un  théorème  de  Trigonométrie,  égale  au  produit  de  cette  force  par 
le  cosinus  de  l'angle  aigu  qu'elle  forme  avec  l'axe  dont  il  s'agit.  Or  la 
direction  de  la  force  P  forme  avec  les  deux  demi-axes  des  x  positives  et 
des  .r  négatives  deux  angles  suppléments  l'un  de  l'autre,  dont  le  pre- 
mier est  représenté  par  a,  et  le  second  par  -  —  a.  En  conséquence,  la 
projection  de  la  force  P  sur  l'axe  des  ce  se  trouvera  représentée,  si 
l'angle  a  est  aigu,  par  le  produit  Pcosa,  et  si  l'angle  a  est  obtus,  par 
Pcos(7:  —  a)  =  —  Pcosa,  c'est-à-dire,  dans  les  deux  cas,  par  la  valeur 

numérique  du  produit 

Pcosa. 

11  est  d'ailleurs  évident  que  cette  projection  sera  dirigée  dans  le  sens 
des  X  positives,  si  l'angle  a  est  aigu,  dans  le  sens  des  x  négatives  si 
l'angle  a  est  obtus,  et  que  le  produit  Pcosa.  sera  positif  dans  le  premier 
cas,  négatif  dans  le  second.  En  résumé,  le  produit  Pcosa  sera  équiva- 
lent à  la  projection  de  la  force  P  sur  l'axe  des  x,  prise  avec  le  signe  H- 
ou  avec  le  signe  —,  suivant  que  cette  projection  sera  dirigée  dans  le 
sens  des  ,t  positives  ou  dans  le  sens  des  x  négatives. 

De  même  les  produits  Pcos[^,  Pcosy  seront  respectivement  égaux 
aux  projections  de  la  force  P  sur  les  axes  des  j  et  z,  prises  tantôt  avec 
le  signe  4-,  tantôt  avec  le  signe  —,  suivant  que  chacune  de  ces  pro- 
jections sera  dirigée  dans  le  sens  des  coordonnées  positives  ou  néga- 
tives. 

Les  trois  produits 

Pcos7,     Pcos.3,     Pcosy, 

dont  on  vient  de  montrer  la  signification,  sont  ce  que  nous  appellerons 
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désormais  les  projections  algébriques  de  la  force  P  sur  les  axes  des^,  des 
V  et  des  z.  Comme  les  valeurs  numériques  de  ces  trois  produits  repré- 
sentent précisément  les  composantes  rectangulaires  de  la  force  P,  el 
que  ces  trois  composantes  sont  les  arêtes  d'un  parallélépipède  rec- 
tangle qui  a  la  force  elle-même  pour  diagonale,  il  est  clair  que  la 
somme  des  carrés  de  ces  produits  doit  être  égale  au  carré  de  P.  On  a 
donc 

P2z::zP2cOS-a  +  P2cOS-;3  +  P-COS-7. 

On  en  conclut,  en  divisant  par  P-, 

(7)  1  =  cos^a  +  cos-;3  H- cos-y. 

Cette  dernière  équation  exprime,  comme  l'on  sait,  que  a,  ^,  y  sont  trois 

angles  formés  par  une  même  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 

Considérons  à  présent  plusieurs  forces  P,  P',  P",  .  . .  simultanémcnl 

appliquées  à  un  point  matériel  A.  Soit  R  leur  résultante,  et  supposons 

que  les  forces 

P,    P',    P,    ...,    R 

forment  respectivement,  avec  le  demi-axe  des  a-  positives,  les  angles 

a,     a',     a",      ....      a, 

avec  le  demi-axe  des  y  positives,  les  angles 
avec  le  demi-axe  des  z  positives,  les  angles 

y,      /,      /',       ....       C. 

Si  l'on  projette  ces  différentes  forces  sur  l'axe  des  r,  la  projection 
de  la  résultante  R,  étant  la  résultante  des  projections  des  forces  P,  P', 
P  ",  . . . ,  sera  équivalente  à  la  somme  de  ces  dernières  projections 
prises  tantôt  avec  le  signe  -h,  tantôt  avec  le  signe  —,  suivant  qu'elles 
seront  dirigées  dans  le  même  sens  ou  dans  le  sens  opposé.  D'ailleurs, 
la  somme  ainsi  obtenue  sera  évidemment  égale,  au  signe  près,  à  la 
somme  des  projections  algébriques  des  forces  P,  P',  P",  . . . ,  c'est- 
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à-dire,  à 

Pcosa +  P'cosa' +  P"cosa'' +.  .  .  , 

puisque,  dans  cette  seconde  somme,  deux  forces  dont  les  projections 
sont  dirigées  en  sens  contraire  fournissent  toujours  deux  termes  de 
signes  dilTérents.  Ajoutons  que  les  deux  sommes  seront  affectées  du 
même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  la  projection  de  la 
résultante  agira  dans  le  sens  des  .r  positives  ou  dans  le  sens  des  r 
négatives.  Cette  projection  étant  elle-même  égale  au  produit 

Rcos« 

pris  avec  le  signe  -f-  dans  le  premier  cas,  et  avec  le  signe  —  dans  le 
second,  on  doit  conclure  que  les  deux  quantités 

Rcos«,    .P  ces  a  +  P'  ces  a'  +  P"  cosa"H-.  .  . 

auront,  non  seulement  la  même  valeur  numérique,  mais  encore  le 
même  signe.  On  trouvera  donc 

R  cosa  =  P  cosa  +  P'  cosa'+  P"  cosa''  +. .  .. 

En  d'autres  termes,  la  projeclloii  algébrique  de  la  résultante  sur  l'axe 
(les  X  sera  équivalente  à  la  somme  des  projections  algébriques  des  compo- 
santes sur  cet  axe.  La  même  relation  devant  évidemment  subsister  entre 
les  projections  algébriques  des  forces 

P,    P',    P',     ...,     R 

sur  les  axes  des  y  et  des  ^,  il  est  claii'  qu'à  l'équation  précédente  on 
j)ourra  joindre  celles  qui  suivent  : 

R  ces  h  =  P  ces  ,3  +  P'  cos  3'  +  P"  cos  ,3"  + . .  . , 
R  cos  c  =r  P  cos  7  -!-  P'  cos  y'  +  P"  cos  -/'+.... 

Lorsque  les  forces  P,  P',  P",  .. .  sont  connues  en  grandeur  et  on  di- 
rection, les  trois  équations 

/  R  cos  (7  =  P  cos  a  +  P'  cosa'+  P"  cosa''  +  . . .  , 
(8)  !  Rcos^:=Pcos,3  +  P'cos;3'+P"cos;3"-H..., 

(  R  cos  cz=V  cos  •/  -\-  P'  cos  y'  +  P"  cos  y"  + .  . . 


APPLIQUÉES  A  LN   SEUL  POINT.  30 

servent  à  déterminer  immédiatement  la  grandeur  et  la  direction  de  la 
résultante.  En  effet,  on  connaît  alors  les  seconds  membres  des  équa- 
tions dont  il  s'agit,  et  si,  pour  abréger,  on  les  désigne  par 

X,     Y,     /, 

on  aura  simplement 

(9)  Kcosa  =  X,         Ilcos^=:'^,         Kcosc-— Z. 
Or  on  tire  de  ces  dernières  formules 

Il-(cos^a  +  cos^/*  +  cos^c)  :=  \- +  Y^ -hZ-, 

ou,  parce  que  les  angles  a,  h,  c  sont  assujettis  à  l'équation  de  condi- 
tion co&^a  ■+-  cos'-b  -+-  cos^c  :=  i, 

(10)  R2=rX2+ Y^-i-Z-. 

On  aura  en  conséquence 

(11)  H  =  y/X^  +  Y^ +  Z^'. 

j.a  valeur  de  R  étant  ainsi  déterminée,  on  obtiendra  les  angles  a,  h,  r, 
dont  chacun  renferme  au  plus  200",  par  le  moveii  des  formules 

X  ,        ^  Z 

(12)  COSa:=TT-î  C0?>  b --=z  — ,  COSC^Ty- 

On  voit  par  ces  formules  que  les  cosinus  des  angles  cherchés  seront 
positifs  ou  négatifs  en  même  temps  que  les  quantités  X,  Y,  Z  qui  leur 
correspondent  respectivement.  Par  suite,  les  angles  a,  h,  c  seront  aigus 
ou  obtus  suivant  que  les  quantités  X,  Y,  Z  seront  [)ositives  ou  néga- 
tives. 

Lorsque,  dans  la  formule  (10),  on  substitue  pour  X,  Y,  Z  leurs  va- 
leurs, en  ayant  égard  aux  équations  de  condition 

(i3)     cos^a  +  cos-i3  +  cos^y  ==:.  I,         cos'-a' +  cos^jS' -f- cos-y' =  1,         
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on  trouve 

R2  =:  P2  +  P'^  +  P'  2  _^ 

i+  2  PP'  (cosa  cosa'  +  cos|3  cos;3'  +cosy  cosy') 
-t-  2  PP"  (cosa  cosa"  +  cosS  cos3"  -f-  cosy  cosv") 

I      " 

j            4-  2  P'  P"  (  ces  a'  cos  a"  +  cos  ;3'  cos  ^"  4-  cos  y'  cos  y"  ) 
1  + 

Dans  le  cas  particulier  où  la  résultante  R  est  formée  seulement  par  la 
composition  de  deux  forces  P,  P',  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(i5)        R2  =r  p2  _^p'2_^  2PP'(cosacosa'H-cos|3cos[3'4-cosy  cosy'). 

Mais,  en  vertu  de  l'équation  (5),  on  doit  avoir  aussi 

('6)  R^  =  P2  +  P'2  +  2PP'cos(P,P'), 

la  notation  (P,  P')  désignant  l'angle  compris  entre  les  directions  des 
deux  forces.  Les  deux  valeurs  précédentes  de  R'  devant  être  égales,  on 
en  conclut  --  -^ 

('7)  cos(P,  P')  —-cos  a  cos  a' H- cos. 5  cos, 3'  +  cosy  cosy'. 

Par  conséquent,  pour  obtenir  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  deux 
directions,  il  suffit  de  multiplier  deux  à  deux  les  cosinus  des  angles  que  ces 
mêmes  directions  forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et 
d'ajouter  les  produits.  On  se  trouvera  ainsi  ramené  à  un  théorème  connu 
d'analyse  appliquée.  En  vertu  de  ce  théorème,  on  aura  encore,  dans  le 
cas  général  et  quel  que  soit  le  nombre  des  forces  P,  P',  P",  . . . , 

cos(P,  P")  =  cosa  cos  a"  4- cos [3  cos  [3"  +  cosy  cosy", 
j 

cos  (  P',  P"  )  =  cos  a' cos  a"  +  cos  [3' cos  [3"  +  cos  y' cos  y", 

Par  suite,  l'équation  (i4)  deviendra  simplement 

(    R^  =  P2  4-P'2_^P'/.+...+  2pp/cos(P,P') 

I  +  2  PP"  COS(P,  P")  -,-...+  2P'p"  cos(P',  P")  +.  .  .  . 
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Ainsi,  le  carré  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  est  égal  à  la  somme  des 
cari'és  des  composantes,  plus  à  la  somme  de  leurs  doubles  produits  respecti- 
vement multipliés  par  les  cosinus  des  angles  compris  entre  les  directions  de 
ces  mêmes  forces  comparées  deux  à  deux. 

Les  composantes  rectangulaires  de  la  résultante  R,  ou  ses  pi'ojec- 
tions  sur  les  axes  des  x,  r,  z,  étant  précisément  égales  aux  valeurs 
numériques  des  quantités  X,  Y,  Z,  il  est  facile  d'en  conclure  que  les 
projections  de  cette  résultante  sur  les  plans  coordonnés  respective- 
ment perpendiculaires  aux  mêmes  axes,  c'est-à-dire,  sur  les  plans  des 
y,  z,  des  Zy  x  et  des  x,  y,  seront  représentées  par  les  expressions 


Nous  venons  de  rappeler  celles  des  propriétés  des  résultantes  (jui 
sont  relatives  aux  projections.  Dans  un  autre  article,  nous  examinerons 
les  propriétés  relatives  aux  moments,  et  nous  développerons,  à  ce 
sujet,  la  théorie  des  moments  linéaires. 


APPLICATION 


CALCUL    DES    RÉSIDUS 


SOMMATION  DE  PLUSIEURS  SUITES. 


Soient  f(/r,  :;),  F(.x',  ::)  deux  fonctions  données  des  variables  x,  z,  et 
n  un  nombre  entier  quelconque.  Supposons  d'ailleurs  qu'après  avoir 
développé  le  produit 

à  l'aide  de  la  formule  du  binôme,  on  différentie  n  fois  cliacun  des 
termes  du  développement,  savoir  :  le  premier  terme  n  fois  par  rapport 
à  a-,  le  second  terme  n  —  i  fois  par  rapport  âa;  et  une  fois  par  rapport 
«  z,  le  troisième  terme  /i  —  2  fois  par  rapport  à  ^  et  deux  fois  par  rap- 
port à  z-,  etc.,  enfin  le  dernier  terme  n  fois  par  rapport  à  z.  Alors,  en 
faisant,  pour  abréger, 

(l)  f{.T,Z)=zll,  ({Z.,.V)  =  V,  V{j',z)=^iV, 

on  obtiendra  la  suite 


('■>■) 


dd."  1       di"-' ôz  i.i  djc'^'^dz^  àz" 


dont  on  ne  connaît  pas  la  somme.  Toutefois  le  calcul  des  résidus  four- 
nit le  moyen  de  déterminer  facilement  cette  somme,  dans  le  cas  où 
l'on  suppose  après  les  différentiations  z  =  r.  C'est  ce  que  nous  allons 
expliquer  en  peu  de  mots. 

Soient  s  une  valeur  commune  attribuée  aux  variables  .r,  z,  et  S  la  va- 
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leur  correspondante  de  la  somme  des  termes  qui  composent  la  suite  (:>.); 
en  sorte  qu'on  ait 

dans  le  cas  où  l'on  suppose,  après  les  différentiations,  z  =  jr:--s.  La 
formule  (28)  de  la  page  28  entraînera  l'équation 

i  d''{n"'v"-"'iv)  _  ç  ç  u"'v"-"Uv 

dans  laquelle  les  deux  signes  ^  sont  relatifs,  l'un  à  la  vaiiahle  r. 
l'autre  à  la  variable  z;  et,  par  conséquent,  la  formule  (3)  pouna  être 
remplacée  par  la  suivante  : 

i       II 


r  r 


'(((•^■-•^)"^'))((^--v)) 


(4)  S  =  i.2.3.../i  -        «^(^(((^■_5)«))(((-_.v)2)) 

+ 

+  oi((^._5))(((^-.v)"+')) 


Comme  on  a,  d'ailleurs, 


/"-i  <' 


U,  If'V  V 

1 1-  .  .  .  H 


_  I  «"+'(:;  — .9)''-^'— ('"'  +  ' (.r  —  .ç)'^  >-' 

"~  (x-  — .v)"-^-'(v  —  .S')"  +  '  «(^  —  ,v)  —  ('(./•  —  s)  ' 

on  tirera  de  la  formule  (4) 


(0)  s  =  i.o,.,3.../^  r  r — - — - — —- — - — 


0-0  a{z-~--s)-v(x-s)  (((^•._,s-)"+i))  (((-_. ,)«-M)) 

Faisons  maintenant,  pour  plus  de  commodité, 

,r^  a  f (./•,:=)  ,  ,  dUx,z) 

Si,  dans  l'expression 


(7) 


U{Z~S)  —  V{X  —  s)  {Z  —  S)    {{X,Z)  —{X--S)    ï{z,x) 
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on  considère  :;  comme  seule  variable,  cette  expression  représentera 
une  fonction  de  z  qui  deviendra  infinie  pour  ::  =  ^r,  et  dont  le  résidu, 
lelatif  à  la  valeur  œ  de  la  variable  z,  sera 

^g^  [f(.r,.r)]-'F(,r,.r) 


f(x,  ^•)  —  {j-  —  s)  [o{'i',  -i-')  —  /(-^j  -^Y} 

Or,  si,  après  avoir  divisé  ce  résidu  par  z  —  jr,  on  désigne  par  ti[x,  z) 
la  différence  entre  l'expression  (7)  et  le  quotient  obtenu,  ou,  en  d'au- 
tres termes,  si  l'on  pose 

\  a{z  —  s)  —  v{jc  —  s) 

la  fonction  r7(^,  :;),  en  vertu  des  principes  établis  dans  un  précédent 
article  (p.  33,  34  et  35),  conservera  une  valeur  finie  pour  z  =  x,  quel 
que  soit  x,  et,  par  conséquent,  pour  z  =^x  =  s.  On  formera  de  même 
l'équation 

j  «(-  —  s)  —  v{.r~s) 

]        ^  [f(.r, . r )]-'+■  F(^,.r) |_  , 

[  f(^^^  a-)  -  {.r  -  s)[o{.r,  a-)  -y^{x,  .V)]  z -u-        ^^^^  '~^' 

•b{x,z)  désignant  encore  une  fonction  qui  conservera  une  valeur  finie 
pour  z  =  X  =  s;  puis  on  tirera  des  équations  (9)  et  (10),  réunies  à  ïa 
formule  (5), 

/  S  :^      ,0       n   r  r  [f(.^,.r )]-'+'  r(.r,  .r) 


X 


\n+l 


-œ  (((^■-.v)"+'))(((c-5)«+»)) 
+  i.'<.3...«   r  r  cT(.r,  ::) 


,^,0      ^'   '-^(((.r-.0"^«))(((--^)"^')) 
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On  aura  d'ailleurs  évidemment 


('^^      i^("-)(((7:r7y^=«'         i!:^(-^>-")(((..-.y^^^))-^> 


(I3^  (z-s)"^^~-{a^-sr+^  i  ^^ 

^      '^  t^  z  —  cc  (((-  — ^)"^')) 

Par  suite,  la  formule  (i  i)  donnera 

(lA)    S  =  i   2  3       nf [f(^,-'^)]^+'  F(.3::,^) , 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

]({w,  ■2-)  — (^  — 5)[y(x,  a^)  — y(.r,  .r)]  j 

(  I  3  I  o  —  ; ■ j 

pourvu  que  l'on  suppose,  après  les  différentiations,  x  —  s.  Enfin,  si  l'on 
remplace  dans  la  formule  (i  5)  la  lettre  s  par  la  lettre  z  et  la  lettre  S  par 
le  second  membre  de  l'équation  (3),  on  obtiendra  la  formule 

â^'        ^  7      Ox"^  ôz       ^-  •  -+7      j^  ^-«-1       '        J^i 
('6)       \  (  [f(x,  ^)]"+i  F(^,  ^)  ) 


_  I  r(.r,  07)  —  (^  — ^)  [9(J7,  ^)  —  ;)(;(X,  A-)] 


qui  subsiste  toujours  quand  on  suppose,  après  les  différentiations, 

^  —  OC  » 

Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (i6),  désignons  par 

U,    V,     P,     o 
quatre  fonctions  de  la  variable  œ  et  par 

v^      X.)      y?       5) 

ce  que  deviennent  ces  mêmes  fonctions  quand  on  y  remplace  la  va- 
riable r  par  la  variable  z.  Alors,  en  posant 

(l-)  U  =  \l-<?,  i'=l)V,  (T'=rP^, 

et  substituant,  après  les  différentiations,  la  lettre  ::  à  la  lettres,  on 
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réduira  le  premier  meml)re  de  la  formule  (iG),  d'abord  au  polynôme 

X')  •!  T)    1  L  -4_ ;^ ^'       ■ — +  .  .  . 

^     ^       d^'^         ^   I  dz  dx'^~'  ^ 

"^   I  dx  d~z"-'  dz-       ' 

qui  renferme  les  deux  variables  x  et  z-,  puis  au  polynôme 

^«(U"P)        n  ^/(UV'»-'0)  ^^'-yU^-'VP) 


V'Q 


dx-" 


dx 


dx"- 


n  r/(UV"-'P)  r/"^^(U"-'VQ)  ^  y„p  d'H\^"())  ^ 


(jui  renferme  la  seule  variable  x.  Comme  on  aura,  d'ailleurs, 


^        Ou       ,.^U  ,         .        du  _     dV 


et,  par  suite. 


le  seeond  membre  de  la  formule  (16)  se  réduira  évidemment  à 

U  "  V ' PO 


I  —  {x 


I   dW  _  I   d\_ 
ÏÏ  dv  ~  V  dx 


ôx 


Par  eonséquent,  la  formule  (iG)  donnera 

'    ^    '-       dx-       ^  I  dx  dx'^-' 

n{n-  i)  ^/-(Un^«-^0)  r/^'---(U"-"-VM>) 


+  . .  . 


('S; 


<ifx^ 


<^^ 


«  ^(UV"-'P)  r/'-'(U"-'VQ)    .  ^,„p^MU"Q) 
r  dx  dx"  ^  "^  <^^'' 


1; 


U«V"PQ 


{X  -  ..) 


I    dlj 


d\ 


U  ■<:/i-        V  dx 


] 


dx" 
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Cette  dernière  équation  subsiste,  quelles  que  soient  les  fonctions  de  x 
représentées  par  P,  Q,  U,  V,  pourvu  que,  dans  le  second  membre,  on 
suppose,  après  les  difïerentiations,  z  =  .r. 

Si,  dans  l'équation  (i8),  on  prend  U  =  i,  V=  \,  on  obtiendra  la 
formule  connue 


(•9) 


(  Qr/' P  +  -  rfQ  c^«-'  P  +  '^ "^  d'Od'^-n^  + . . . 

I  I  1.2" 


n_{n 0  ^, p  ^„_2 Q  _^  :^  ^p  ^„-i  Q  _^  p  ^„  Q  ^  ^n  ( PO ). 

1.2  I  ^  '^  \       ^  ■ 


Si  l'on  supposait,  dans  la  même  équation, 

U  =  W«,  V=iW?,  P  =  V\T,  Qrr^WS 

W  désignant  une  fonction  de  la  variable  x  et  a,  fi,  y,  c^  des  exposanis 
quelconques,  alors,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouverait 

i  (/a;"  I  dû-  iU-"  -'■ 

n{n  —  i)  d-{^Ys-(n-"-)u^  ^«-2^\yr-2«) 

1.2  dïF^  dx-"--^  ^  ■  ■  ■ 


(20) 


I  .2  c/.r"-  d.t"^'- 


<^/.r 


<:/j:'"- 


+  W  -"' 


dx"- 


["W'r+s—na  ~\ 

— ] — T^^l 


On  peut  encore  établir  directement  la  formule  (20),  en  posant  dans 
l'équation  (18) 

U  =  i,        \  ^\\^,        P  =  W',        Q  =  W\ 
Concevons  à  présent  que  l'on  prenne,  dans  la  formule  (20),  W  =  r'. 
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Alors,  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  formule  par  l'exponen- 
tielle 

o{i'+s—na)T 

on  trouvera 

/•"+  "  (/•-«)«-'[5  — («  — i)a]+  "^'^~^^  {r  —  o^a)''-'^[s  —  {n~2)ay^... 
+       '^~      (,ç  — 2a)«--[/-  — (/i  — 2)a]2+  -(5  — «)'»-'[/•  — («  —  i)a]  +  .v" 

—  p(r  +  s—na)x . 


e 


djc'' 


puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (19),  et  posant,  après  les  différentia- 
tions,  z  r=z  Xy  on  obtiendra  la  formule 

I   /•"+^(/'  — a  )«->[^  — («  —  !)«]  +  '^^'^  ~  '\r  —  ia)''''-[s  —  {n  -2)a]--f-... 

1  =  (/•  H-,ç  —  «a)'^H-  na{r  -{-  s  —  na)'^-^+  n{n  —  i)a-{r  -\-  s  —  na)"'^'  +  .  ..  +  1.2.3...  na" . 

Si  l'on  fait  dans  cette  dernière 

elle  se  réduira  simplement  à 

.r"  +  -  (^  —  l)«-'(7—  /i-f-l)+   '-ii^LlllZ(^_2)"-2(j  —  /i  +  2)2  +  .  .  . 
(22)   (  _^   ^!iZiZl_Li(j_2)«-2(.2'—  «4-2)2+  i*(j_i)«-l(^__„  +  j)_^^^.« 

=r(a'+J'—  /i)"  +  «('^+J  —  n)'»-*+  «(/i  — l)  (.37+  )-  —  /«)"  ■^  +  .  .  .+  I  .2.3.  .  .  «. 

L'équation  (22)   mérite    d'être  remarquée.    Lorsqu'on   y   suppose 
œ  -\-y  =  n,  elle  reproduit  la  formule  connue 

(28)        a:"—  -  (J7  — l)"+    ~^^^—^{x  —  2y  —  .  .  .  dl(x  —  /i)''  =  I.2.3.,  .H. 
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Si  l'on  supposait  au  contraire  x  -h  y  =  n  -h  i,  ou  trouverait 

(24)  '  '-^ 

(  =  I  +  /i  +  /i  (  «  —  I  )  H-  «  (  «  —  I  )  (  «  —  2  )  4-  .  .  .  +  I  .  :? .  3 .  .  .  // . 

Concevons  encore  que,  dans  la  formule  (20),  on  pose  W  =  .r.  Ou 
en  tirera,  en  divisant  les  deux  membres  par  ^'-^^  "(«+') ^ 

/i         • 

/■  (  /•  —  I  ) . . .  (  /•  —  /i  +  I  )  4-  -  (  /•  —  a)  (  r  —  «  —  I  ) .  • .  (  /•  —  «  —  «  4-  2 )  [.V  —  (  /^  —  I  )  r/  I  4-  . . . 
_)_  "  (^s  —  a)  {s  —  a  —i)...{s  —  c  —  n -h 2)[r  —  {n  ~i)a']-i-s {s  —  i)...(.v  — /i  4- i) 


—  ^—r—s-i-nia-\-i) 


d"\[az  —  {a  —  i)^]-'.r''-t-f-  ""^-i  j 


(25) 


puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (19),  et  posant,  après  les  dilTérentia- 
tions,  z  =  X,  on  trouvera 

/•  ( /•  —  I ) .  . .  (r  —  n  4-  i)  4-  -  ( r  —  a)  ( /•  —  a  —  I ) .  .  .  ( /•  —  rt  —  «  4-  2  )  [.V  —  ( «  —  I  ) «  1  4- . .  . 

-Jt-  -  {s  —  a){s  —  a  —  i).  .  .{s  —  a  —  n-i-  2)[r  —  {n  —  i)a]+s{s  —  i).  .  .{s  —  H  -^  \) 

=  {r  -^  s  —  na  -{-  i)  {r  '\-  s  —  na)  .  .  .  {/•  -\r  s  —  «a  —  «  4-  2) 

4-  /*  ( «  —  I  )  ( /•  4- .V  —  /<«  4-  I )  ( /•  4- 5  —  ««  ) .  .  .  ( /■  4-  5  —  «a  —  /<  4-  3  ) 

4-  Ai  (/*  —  I  )  (a  —  I  ) -  (/•  4- 5  —  «a 4- 1  )  (/"  4-  5  —  na)  ...(/•  4-  6'  —  /<«  —  «  4-  -1)  +  •.•+'. "2 .3 ...«(«—  1  j" . 

Si,  dans  l'équation  (23),  on  prend 

«  =  I ,  /  —  /i  4-  I  =  X,  .V  —  /i  4-  I  =  y, 

on  obtiendra  la  formule  connue 

n 

œ{.v  -h  1).  .  .{jc  -j-  n  —  i)  4 X  {x  -^  1) .  .  .  {.r  ■+■  n  —  2)  v 


(26) 


n{/i  —  1  ) 
I  .2 

n{n  —  I  ) 
1 .2 


x{x  4-1).  .  .(^-  4-  /i  —  3)j(7  4-  i)  +. 

^(x  4-i)j(  y  4-i). .  .(74-  /<  —  3) 


+  7  '^7 (7  + 1). ..(/  +  «  —  2)  4-7(  y  4- 1). . . (/  -h  n-\) 
=  {J^-  ^  f)  {^  -h  f  ~  i) .  .  .{x  -i-  Y  ~  n  -^  i). 
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Si  l'on  fait  au  contraire 

/■=z.r,         a=zh-iri  cl         s -\- r  =z  na  —  i , 

on  trouvera 


cc{x  —  I  )  .  .  .  (  JT  —  /i  +  I  ) (  J"  —  ]l)  {x  —  Il  —  \).  .  .{x  —  h  —  /<  -t'  I  ) 


n(n  —  I  ) 


,r  —  ili)  {x  —  2 //  — ■  \).  .  .{x  —  "2 II  —  //  +  I ) 


{■^-)\  '■  1.2 

zn:  {x  —  nli)  {x  —  /lit  —  i) .  .  .{x  —  nlf  —  n  —  i  ) 
=  1  .2.3.  .  .  n.Ii". 

Cette  dernière  formule  peut  être  facilement  établie  par  le  calcul  aux 
différences  finies,  et  ne  diffère  pas  de  l'équation 

(28)     l"[{x  —  nli){x~  nIi  —  \)...  {x  —  «A  — «^-i)]  =  i.2.3.  .  .ii.{\x)", 

qui  suppose  seulement  àv  =  h. 

Revenons  à  l'équation  (18).  Si,  dans  cette  équation,  on  remplace 

1*     par     ^'     Q     P«>'     ^.     et    U     par    VW, 
on  aura  simplement 

r/"(W"P)        n  d{\\Q)  ^••'-»(W"-iP) 


Q 


clx"  1         dx  dx"^-^ 

n{n-i)  d'jW'Q)  d-'-{W^-H') 
I  .  2  dx'^  dx"-~^^ 


+  .  .  . 


(^-9) 


dx- 


dx"- 


n  djçssv)  (/'  -i(w-'-'Q)     p d"{Vs"iy 

1        dx  c/j7"-'  dx" 


d" 


PQW 


I  — (^— ;) 


: 1 

Wdl] 


ôx" 


Concevons  maintenant  que,  s  désignant  une  quantité  quelconque,  et  R 
une  fonction  de  la  variable  x,  on  prenne 


(3o) 
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Kien  n'empêchera  de  supposer,  après  les  diiïérentiations,  s  =  .r,  ou,  ec 
qui  revient  au  même,  de  supposer,  avant  les  ditTérentiations,  s=z. 
Or,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  (29)  donnera 


(3.) 


dx-'^  ~    "        dx'^  i        dx  dx'^"^ 

^  1  10^!?_)  (/•'"' (W"-^Q)  d"{W''Q) 

I        dx  dx'^^^  dx"^ 


d' 


O 


(.r-.-)W"-'R 


dW 
d^ 


âx" 


I         dx 


n  f/(W«-»0) 
7        dx''-^ 


(.^.__ -)W«-2R 


dW 
~dv 


dx"--^ 


{x-z)\\ 


dW 
'd^ 


ôx 


3  devant  être  réduit  à  £r,  après  les  différentiations.  D'ailleurs  on  a  i>é- 
néralement,  sous  cette  condition,  en  vertu  de  la  formule  (19), 


d"'\ix  —  z)Ux)^  ^/"'-'f(.r) 


et,  par  conséquent, 

J"'(AV"'R) 
dx'"        ' 


dx"-- 


^jc  —  z)\N' 


dx"'-'      ' 


■■«S] 


^'«(W"'R) 
dx"' 


ôx 


W'"-'R 

^/./- J  __  r/"'-'(\V"'l{': 


dx"'-' 


J.r'"-' 


R'  désignant  la  dérivée  de  R  par  rapport  à  .r.  Donc  l'équation  (3i) 
pourra  être  réduite  à 


i  d"(QR^\")  _      f/«-'(W"U')    ,    n  d{\\Q)  d"-H\\"-'\V) 


(3.) 


dx' 


dx"-' 


I 


dx 


dx"-' 


n  d'-'{W"-'Q)  d^WQ) 

T  dx"-'  dx" 


Si,  dans  cette  dernière,  on  échange  entre  elles  les  lettres  Q  et  \\,  on 
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aura  encore 


(33) 


f/^"        ~^      dx'^      +  j  vvy        ^^,^_,        +... 

«  rf( WR)  rf"-^ (W" -' Q')  rf''-»  ( W"  Q') 


I       c/j? 


dx"-^ 


dx"^-'^ 


Enfin,  si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (32),  Q  parQW'et/i  par/i  —  i, 
on  en  tirera 


f/'^-'(QRW"-'WO  _  ç.^^^^r,d"-^^\"-'\\') 


dx"-^ 


(34) 


dx"-- 
n  —  ,  „,„,^«-2(W«-20W')      ^  f/"-»(  W«-'QW'). 

NV  11   ; — :: — ^ H  R 


dx"-^ 


dx"- 


puis,  en  retranchant  de  l'équation  (32)  la  formule   (34)  multipliée 
par  fi,  on  trouvera 


dx  ^d'^-'iWW')        n 

dx"~^  "        dx"'^'^  I 


-WO 

I 


,^"--(W"-'R') 


(35)    / 


dx"-^^  '     I    "  "^  dx"'^ 

n(n--i)  djW-O')  d"-^\\''-'-l{') 
1.2  dx  dx"^-'^ 

n{n  —  ^)  rf(W^R')  J'^-^W^-^Q') 


dx 


T  ^^  *^  — d:?^^ —  "^  '^      d^^ 


dx"^ 
R 


On  peut  vérifier  directement  ces  diverses  formules  pour  des  valeurs 
particulières  attribuées  au  nombre  entier  Ai,  par  exemple,  pour  les  va- 
leurs //  =  I  ,  /<  =  2,  /î  =  3, 

Si,  dans  les  équations  (32)  et  (35),  on  pose 

0  =:  e''^,         R  —  e-'-^,         W  =  e^, 
on  en  tirera 

■  (/■4-.y  +  /0"— (/■  +  «)" 


(36)  '        =  {s  -^  n)"-'  ^  -  {r  -^  ï)  {s  +  n  —  i)"-'- 

+  'lllLZLllir  4-  o.y-{.s  +  «  -  2)«  -'  +  .  .  .+  -  (/•  +  «  -  •)"-', 

1.2  ' 


et 


(37) 
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rs 

n  n  ( n  — ■  i) 

-(.v  +  «-i)"    2+  — 

I  .  1.2 


{/■  -Jr2){s  -\-  n  —  ?.)"-'-^  +  .  .  . 


\  1.2  1 

puis,  en  prenant  ^  =  r,  on  conclura  de  l'équation  (Sj) 

/       (2/--+- «)"-•—(/•  H- /i)"-^^ 

2  ■ • 

l  /• 

(38)       '        =-(/•  +  /*  — i)"--H ^ — - — (/■  +  2)(/-  +  «  — 2)"^^^  +  ... 

4_  '^^'^"'^  (/■  +  n  -2)"-^r  +  ^)  4-  -  (/•  +  «  -  i)''    '^ 

\  1.2  I 

Si  l'on  fait  maintenant  r  =  o,  on  trouvera 


(39) 


2(/<  — i)/i"-2~  '-^  (n  —  \Y^'^+  '— ^  2'(«  —  2)"-»- 

^  I  1.2 


/^  (  /<  —  I  ) 


{n 


)"~32'+  -  (/<  —  0"     -. 


Si  l'on  pose  clans  l'équation  (35) 

O  =  œ'\         Il  —  X',  W  =:  ,r", 

on  en  tirera 

{r  -\-  s)  {r  +  s  -h  an  —  «  +  i  )...(/•  +  .9  +  an  —  i ) 
-  r{r  -\-  an  —  n  -^-  \).  .  .{r  -+-  an  —  i  )  —  s{s  -^  an  -\-  ^) .  .  .  {s  -^-  an 


\)\ 


=  -  [,v  H-  ( «  —  I )  (7  —  i'\.  .  .[s  -V-  {n  ■—  i)  a  —  n  +  '2 \ 
(  'io)  \  +  — [.v  +  (/<  — 2) rt  —  i]... [.<+(//  —  9.)a~n  -h3](/'  -|-2a  — i)+ 


n{n  —  I  ) 


[/•  +  («  —  2)rt  —  i]...[/--\-(n  —-■}.) a  —  n  -\-  'V\  (s  -\-  >.a 


H [  /•  -H  (  /<  —  I  )  «  —  I  ]  .  .  .  [ /•  4-  (  /'  —  I  )  ^'  —  /i  -t-  2  |. 

Lorsqu'on  prend  dans  l'équation  (4o) 

rt  =  I ,  r  =z  or,         .V  =:  )', 

on  retrouve  la  formule  (2G). 


OE livres  r/e  T.  —  S.  U,  t.  VI. 


10 


SUR  UNE  FORMUUE 


RELATIVK    V    LA 


DETERMINATION  DES  INTÉGRALES  SIMPLES 


ENTRE  LES  LIMITES  o  ET  oo  DE  LA  VAHIAliLE. 


Dans  un  Mémoire  sur  la  conversion  des  diiTérences  tinies  des  puis- 
sances en  intégrales  définies,  j'avais  établi  un  théorème  que  je  vais 
rappeler  ici,  et  à  l'aide  duquel  on  détermine  facilement  les  valeurs  de 
plusieurs  intégrales  définies. 

Théorème.  —  S(nlf[x)  une  fonction  donnée  de  .v,  el  supposons  que. 
n  dèsi^nanl  un  nombre  enlicr  quelconque,  on  paivienne  toujours  à  obtenir 
en  termes  Jitns  la  ^mhurde  l'intéQ^rale 

(I)  A2„=:    {     X''"f{x'-)dx. 

On  pourra  en  déduire  la  valeur  de  l'intégrale 

et  celte  dernière  sera  déterminée  par  la  formule 

[  {n-\-\)n  («  +  2)(/? +  l)/^(//  -  I)         , 

l^^-^^^^^^—TT^'^-" r7:M '^•■" 

{'xn-  2)  (2/^  —  3)  an  —  i 


DES  INTÉGRALES  SIMPLES,  ETC. 

Démonstration.  —  Faisons,  pour  abréger, 


75 


,!■ 


On  tircM'a  de  la  formule  (i) 
et  (le  la  Formule  (2) 


(il 


I  \-  1  dx 


(5)  \\,n^(      JC-^"^'f 

(C)     .„,„=|"(..»..+  -J^)/ 

On  a  d'ailleurs,  quel  que  soit  :;  [voir  V Analyse  algébrique,  p.  i>33), 

(7       ces  (2//  +  jjc  =  cos^    I—  - — ■ —  sin-'^  +  ^ î^^ -L — ^ ^siii' 

L  ' • 2  1.2.3.4 

et,  eomme,  en  posant 

on  trouve 


e=v  -'  :=  a', 


cos- 


-  (  ^-  +  -  ) 

2  \  ./■/ 


sin-3  = 


2  y/—  I 

cos  (  2  «  +  1)  ;;  =1  -  (  .r^"-*-'  h - 

2  \  .r-"  + 


on  tirera  de  la  formule  (7 


(S)      .r^'->+  — 


f  //  +  1  )  «  /  I  \  -       (  /<  +  2)  (  //  4-  I  )  //  (  //  —  I  ■ 


1.2.3.4 


(•'~i 


produit  y 


r-  — 


Si  maintenant  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (8)  par  le 

—  5  et  si  l'on  intègre  ensuite  entre  les  limites 

jc  =  o,  X  =  :f^  ,  en  ayant  égard  aux  formules  (4)  et  (6),  on  obtiendra 
préeisément  la  formule  (î).  Il  est  bon  de  remarquer  que,  dans  cette 
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formule,  le  coefficient  de  A.,„,  m  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque, sera  généralement 

(n  -h  m)  {n-h  nt  —^).  .  .{n  —  in-i-i)  __  {2/n  4-  i)  (2m  +  2).  .  .(n  -i-  m) 
^ ^       '  -2.3.  .  .( n/n)  '~  1 . 2 . 3 ...(/<  —  /« ) 

Corollaire  I.  —  Soit 

/(,r)  =  e-'^, 

S  désignant  une  quantité  positive.  On  trouvera 

1. 

A„—   /      e^'^'-  clr—  ^, 

25- 


(.0) 


J   .            r"    ,           ,  ,          i.2.3...(2m  —  0    ] 
A„„ rr=  /     .r-^'" 6—' dx  =  ■ ^—, -'  t:- ; 

1  Jo  2'"+' 5'"+  2 

et,  par  suite,  la  formule  (3)  donnera 

i 

•     u  2  .S'  " 

L'équation  (12)  était  déjà  connue.  (Voir  la  III^  Partie  des  Exercices  du 
Calcul  intégral  de  M.  Legendre,  p.  3G().) 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  pose  successivement 

A-  désignant  une  quantité  positive,  on  tirera  facilement  de  la  formule  (3  j 
les  valeurs  des  intégrales 

(.3)     pa'^"/'^'"'^)  cos/('.r--^y^.r,      /     x^-"  e'^^'^'^-Kmcir --'-^  dv, 

et,  par  suite,  les  valeurs  des  intégrales 

(l'O    r  x^"  i'^"''''^'^  co^t{.r---~\  dx,      i     x^"e"^"''^^U\nt(^v-jJdx. 
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On  parviendra,  de  cette  manière,  à  des  résultats  que  l'on  peut  déduire 
directement  de  l'équation  (i  ?.),  en  y  remplaçant  v  par  s  +-  /  y  —  i . 

Corollaire  lll.  —  Si  l'on  pose 
S  désiijjnant  toujours  une  quantité  positive,  on  aura 


.5) 


COS^X  c/j:- rzr  -^  e     *  " , 


(  1 6  )    A,,,,  =  /    .r-'"  e-*-^'-  cos  tjc  dx  r=  (  —  i  )' 


-2      J2/»^,      i. 


ôl'-' 


(17)      B,„=L  1      .r-"e      ^      ■'^^  cos  tx  d.r  ^=16-"  I      x-"  e     ^        ''^costxdr, 

et,  par  suite,  la  formule  (3)  donnera 
1    /     X-"  e~''''^'''"^•^'■■ 


costx  dx 


2  5" 


e   4-^  — 


-      {/i-\-i)/t  ()-e   **      (/<-!-•>.) Ij/i +•  !)/<(/<  —  1)  (/'( 


I . '.i         Ot' 


1.2.3./, 


Of 


si,  après  avoir  effectué  les  différentiations  indiquées  dans  le  second 
membre  de  la  formule  précédente,  on  pose  /  =  o,  on  retrouvera,  connue 
on  devait  s'y  attendre,  l'équation  (f2). 


SUR 


U^  NOUVEAU  GENRE  D'INTÉGRALES. 


Dans  le  Mémoire  déjà  cité  (p.  74),  et  relatif'à  la  conversion  des  dif- 
l'érences  finies  des  puissances  en  intégrales  définies,  j'ai  considéré  un 
nouveau  genre  d'intégrales  que  j'ai  désignées  sous  le  nom  d'intégrales 
extraordinaires,  et  qui  ont  quelques  rapports  avec  le  calcul  des  résidus. 
Je  vais  indiquer  ici  en  peu  de  mots  leur  nature  et  leurs  principales  pro- 
priétés. 

Soient  ('(.r)  une  fonction  de  la  variable  x,  qui  ne  s'évanouisse  pas 
avec  cette  variable,  r  et  h  deux  quantités  réelles,  dont  la  première 
reste  positive,  et  n  le  plus  grand  nombre  .entier  compris  dans  /•-+-[. 
J /intégrale 

aura  nécessairement  une  valeur  infinie.  Mais,  si  l'on  pose 

l   F(.r)^f(o)^-  -f'(o)  +  — f"(o)+...H :^^ :f"'-"(o), 

j       ^  I        ^  1.2  i  .2.0 ...  {/I  —  I  )  V  ' 


I       =^''ly 


l'intégrale 

'''U.r)~-  V(.r) 


(3)  f 


(/. 


obtiendra  en  général  une  valeur  finie;  et  de  plus  on  reconnaîtra  facile- 
ment que  le  seul  moyen  de  rendre  finie  la  valeur  de  l'intégrale  (3),  en 
prenant  pour  Y{x)  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  r. 
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7Î) 


est  de  supposer  F(.2-)  déterminée  par  le  moyen  de  l'équation  {•?.).  Si 
l'on  adopte  eette  hypothèse,  l'intégrale  (3)  deviendra 


(4) 


/■ 


f(^^') 


H^-) 


<^  X 


{{-"•')). 


dx 


Une  seule  intégrale  de  ce  genre  correspond  à  chaque  valeur  donnée  de 
la  fonction  f(r).  Pour  abréger,  je  désignerai  l'intégrale  [\)  à  l'aide  de 

la  caractéristique  /  accentuée,  et  placée  devant  le  produit  ^'y^^di',  en 

sorte  qu'on  aura 


•-Il         "^  t/n 


\X) 

x"- 


r 

*^  X 


'{=■) 


-  ((^")) 


(l.> 


De  plus,  je  nommerai  l'expression  (5)  intégrale  extraordinaire  ;  et  l'o- 
pération par  laquelle  on  la  détermine,  intégration  extraordinaire . 

Pour  généraliser  la  formule  (5)  et  la  rendre  applicable  à  toutes  les 
hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  la  valeur  de  la  quantité  réelle  /•,  il 
suffirait  d'admettre  que,  dans  cette  formule,  /peut  recevoir  des  valeurs 
négatives,  et  que,  dans  tous  les  cas,  on  désigne  par/?  celui  des  tenues 
de  la  progression  arithmétique 


_\_    _/;.    —?,.    — 


O,       I, 


(jui  est  égal  ou  immédiatement  inférieur  à /--h  i-  (^est  ce  (jue  nous 
ferons  désormais.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  la  quantité  /•  devient 
négative,  n  sera  négatif  ou  nul.  On  aura  donc  alors 


f(.-) 


et,  par  suite, 
(6) 


—  o, 


'■f(-)^.,=  r"  £(£).,,, 


Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'on  suppose  /-négatif,  l'intégrale  extraordi- 
naire se  confond  avec  l'intégrale  ordinaire,   et  le  signe/   peut  ètj'e 

remplacé  par  le  signe  /•. 
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Concevons  maintenant  que  l'on  représente  par  s  une  nouvelle  va- 
riable, par  ^,T,s)  une  fonction  des  deux  variables  x,  s,  et  par 


(7) 


-I 


fia:,  s] 


f(-^.0         I 


<^a,--z   ((^")), 


d.v  r\,         ^   d.r 


ce  que  devient  l'expression  (5)  quand  on  y  remplace  i\x)  par  f{x,  s] 
On  aura  évidemment 


(8) 


ds 


J,     L^"        as  <^       as 


(.r-;)((^")) 


d.T 


I  ^r 


'  ()f(-r\  s)    dx 

as  .Î7'+' 


On  trouvera  de  même,  en  intégrant  par  rapport  à^  entre  deux  limites 
quelconques  s  =  a,  s  =  b, 


(9) 


S  ds 


■  r''  r" 

/     f{x,s)ds  /     f(.-, 


z,  s  )  ds 

(^  {x~z}{{z"))J 


dx 


/     ^{-■^s)dsj, 

•-'.I  ^ 


Ainsi  l'on  peut  différentier  et  intégrer  sous  le  signe  /  comme  sous  lo 
signe  /  .  En  partant  de  ce  principe,  on  déterminera  sans  peine  les  va- 
leurs de  quelques  intégrales  extraordinaires,  comme  on  va  le  faire  voir. 


Problème  I .  —  Déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  extraordinaire 


(.o) 


-.r 


dx 


r  et  s  étant  des  quantités  positives. 

Solution.  —  Soit  toujours  n  le  plus  grand  nombre  entier  compris 
dans  r-\-  i.  La  différence  n  —  r  sera  négative;  et,  en  différentiant  /^fois 
par  rapport  à  s  l'équation  (lo),  on  trouvera 

dx  /""  dx 


(-0 


C'  dx 
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On  a  d'ailleurs,  en  adoptant  la  notation  de  M.  Legendre  [voir  la  page  9 
et  la  XXXIF  Leçon  de  Calcul  infinitésimal). 


I    x"-''-^  e---'-^  dx  —  s''-"Y{n  —  /• 


Cela  posé,  la  formule  (i  i)  donnera 

(,2)  ^=:(_,)«,,.-«r(„_;-). 

Si  l'on  intègre  n  fois  eette  dernière  par  rapport  à  s,  à  partir  de  s  =■  o, 
et  si  l'on  suppose,  avec  M.  Legendre,  que  l'équation 

(•3)  r(/-  +  i)  =  /-r(r), 

établie  pour  des  valeurs  positives  de  la  variable  r,  subsiste  encore  pour 
des  valeurs  négatives  de  la  même  variable,  on  trouvera  définitive- 
ment 

(l4)  S=:5''- ^y'~''^       .  , ^   =r5'T(-/-). 

^        '  (/<  —  /•  —  I)  (/*  —  /•  —2).  ..(—  /■)  ^  ' 

On  aura  donc  généralement 

/•'"  dx 

(.5)  /    e— -—-,=. '•r(-,-). 

Corollaire  I.  —  Soit  ^  =  i  ;  on  aura  simplement 

('6)  jr'%-^=r(-,-). 

Si,  dans  la  formule  (i(3),  on  remplace  /•  par  —  r,  on  devra  y  remplacer 
en  même  temps  le  signe  /  par  le  signe  /  ;  et  l'on  retrouvera  évidem- 
ment la  formule  qui  sert  à  définir  la  fonction  r(/'),  savoir 

(17)  j    x'--^e-=^dx  —  Y{r). 

Corollaire  II.  —  En  supposant  la  quantité  /•  prise  entre  les  limites 
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o  (ît  I,  on  démontre  aisément  la  formule 

(,8)  r(,-)r(i-/0  = 


sin/T 


(ro//la  XXXIIF  Leçon  de  Calcul  infinitésimal),  que  l'on  peut  ensuite 
étendre,  en  vertu  de  l'équation  (['3),  à  des  valeurs  réelles  quelconques 
de  la  ([uantité  r.  Si,  dans  la  même  formule,  on  remplace  /*  par  —  /', 
on  en  tirera 

('9)  r(-/-)  = 


r^/-  H-  I)  sin(/'  4-1)- 
Par  suite,  la  formule  (i5)  donnera 
.      ,  ,       r(/-+ F)sin(/-  +  i)7:  r'°°      ^^  d.i 


X 


c+l 


Si  Ton  prend  la  différence  finie  m'''"^  de  chacun  des  membres  de  l'é- 
quation (20)  par  rapport  à  s  et  si  l'on  fait,  pour  abréger,  A^  =  1 ,  on 
trouvera 


X 
0 


r-+-l 


Quand  on  suppose  /■  <  m,  on  peut  remplacer  le  signe  /  par  le  signe  /  , 
dans  l'équation  (21),  qui  se  réduit  alors  à  la  suivante  : 


r(r4-i)sin(/-  +  i)7r  r"_,,,_^      .n,„    ^x 


22)  A"'5'=— '^ — — ^ —\      e->-''{e-^ —\) 


wt-l 


Cette  dernière  coïncide  avec  une  formule  donnée  par  M.  Laplace. 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  différentie,  par  rapport  à  r,  l'équation  (20) 
et  si  l'on  désigne  par  la  caractéristique  1  les  logarithmes  pris  dans  le 
svstème  dont  la  base  est  e,  on  trouvera 


dx 
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la  valeur  de  R  étant  donnée  par  la  formule 

<:/.ir(r -1- i)  cos(/'  +  i)- 


(34)  11  = 


dr  '  siii(/'  -t-  i)Tr 


Ajoutons  que,  si  l'on  nomme  c  la  constante  dont  Euler  fait  mention 
à  la  page  44i  de  son  Calcul  différentiel ,  et  dont  la  valeur  approchée 
est  (),r)772i().  . . ,  on  aura,  en  vertu  d'une  formule  connue  [voir  H 
W"  Partie  des  Exercices  de  Calcul  intégral  Aq  M.  Legendre) 

(25)  \ -=—c+\     dz. 

dr  J^     i-z 

Quand  on  suppose  r<^m,  on  peut  remplacer  le  signe  /  pai'  le 
signe   /  ,  dans  l'écjuation  (23),  qui  se  réduit  alors  à  la  suivante  : 


.r.)   A-M.vi.v)  =  ^^(^-  +  '^^'"^^'  +  '^^  ('^(U_,,,).-(e--0"'-1i^- 


Si  r-hi  devient  précisément  égal  au  nombre  entier  n,  sin(/ -f-  i  ;- 
s'évanouira;  mais  on  tirera  des  formules  (2/1)  et  (2G)  combinées  entre 
elles 

(27)  \"' {s"-^  Is)  =  r {/{)  cos nr.  I     c'-'^{e-^— i)'"  ^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(9.8)       A'"(.s"-'l.v)  =(— i)"<-2.3.  .  .(/^  —  1)  I      .r~"e-'-^{e-^—\)"'  d.r. 
Problème  1T.  —  Déterminer  les  valeurs  des  intégrales  extraordinaires 

(2<))  f 


d.c 
e""-^  costx  — — : 


r        ■      <^i^i- 

(3o)  /      e-^-^sm^^— — 


r  et  s  étant  des  quantités  positives. 
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Solution.  —  En  opérant  comme  dans  le  premier  problème  et  ayant 
égard  aux  formules  (i 3)  de  la  XXXIP  Leçon  de  Calcul infmitésimal,  qui 
subsistent  dans  le  cas  môme  où  n  devient  un  nombre  quelconque,  on 
trouvera 


(30 


(  1%-^^cos..  -^  =  ^--^-^':^-±iv^  r(- ,.), 

^0  ^  2  y  —  1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

l    I     e -•^■■^  ces  ^>r -^yrfu  =(.«-+ ^-)- ces  (/-arc  tarig-j  r(— /•), 


(32)  < 


Si,  dans  les  équations  précédentes,  on  cbangeait  r  en  —  r,  il  fau- 
drait en  même  temps  remplacer  le  signe  /  par  le  signe  /  ,  et  l'on  se 
trouverait  ramené  aux  formules  connues 


\f. 


(33)  '       ^ 

I    I     .1-'-^ e-^^  sin tjc dx  = sin  ( /•  arclang-  )• 


Corollaire.  —   Si,  dans  les  équations  (32),  on  prend  s  =  o  et  (  po- 
sitif, elles  donneront 

I        COStX r  r=  <'  COS-  -  r(—  /•), 

f    /      smtx ;  =— /'sin — r(— /■). 

l   Jo  ^  ^  ^  . 

De  ces  dernières,  combinées  avec  l'équation  (19),  on  déduit  laci- 


I34; 
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Icment  les  deux  formules 


(35) 


/■  +  I  \    dx 

COS  1  T.  +  tx\  —^7^  =r  O, 


[r^"'^^ 


Ti  —  t.r 


dx 


t'\ 


^•'•^'     r(/'  +  i) 

Problème  IIl.  —  Déterminer  la  valeur  de  V intégrale  extraordinaire 

dx 


(30) 


r"    ,     //•  +  !  \ 


/•  et  s  étant  des  quantités  positives. 

Solution.  —  Comme  on  a,  en  vertu  d'une  formule  connu<'  [roir  la 
\r/  Leçon  de  Calcul  infinitésimal). 


(3;) 

on  trouvera 

(38) 


x-_-  i         p — 


C0S2XZ  dz, 


I      e--^ 


/•  +  I  \    d. 

COS  (  ::  +  "isx 


dx  ■>.     I 

_2    ^^0 


dz, 


Z43tant  une  fonction  de  z  déterminée  par  l'équation 

/       COS    7:  +  2(.ç  +  c).r 

Z=/      -1^ 


(39)     Z  = 


•H.v- 


dx 


D'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (3j),  on  aura,  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  z-, 

pour  des  valeurs  de  :;  inférieures  à  s, 

r*         [r  +  i  ,  -     "1    dx 

«-  0  L     -'  J 
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cl,  poiu'  (les  valeurs  de  ^  supérieures  à  s, 

dx 


f 


cos 


T.  -^2{S—  Z).X- 


2'- 


_  ^'■^'     r(r4-i; 


(^ -.)'■, 


|{n  couséquence,  la  fonction  de  z,  représentée  par  Z,  sera  toujours 
nulle  entre  les  limites  ;  =  o,  z-=^s;  mais,  entre  les  limites  r- =  ,v, 


z  ---  -jz  ,  on  aura 


Z==..^^  (.-.)'•. 


(-('la  })Osé,  l'équation  (38)  donnera 

•       A  \  /  ^  '       ^     Il 


On  peut  quelquefois  se  servir  des  intégrales  extraordinaires  pour 
découvrir  les  relations  qui  existent  entre  des  intégrales  ordinaires. 
(Test  ce  (jue  je  vais  montrer  par  un  exemple. 

PnonLKMi:  IV.   —  Déterminer  le  rapport  des  (leur  intégrales 

«-   0 


x''e^-^'  cos  (  -^  —  25^:^  )  dx, 


('••^) 


/ 


ret  s  (lésig/ia/il  des  quantités  positives . 

Solution.  —  Pour  résoudre  la  (}uestion  proposée,  il  suffira  de  trans- 
former les  intégrales  (/41)  et  (/|'2)  en  intégrales  extraordinaires  à  l'aide 
(\v^  formules  (3i)  et  (34).  En  effet,  on  tire  des  formules  (3/j) 


,^.rpog(  'lu  _  2sx]  =  x'-cos  —  cos2sx  -hx'-sin-^&'m2sx 


ri 


dz-         siil2.v.r    /*"'    .  dz 


C0S2.v.r    r' 

r=— /       C0S(25+^)^--:;:j, 

1  (—  f)  J„ 


dz 
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et,  par  suite,  l'intégrale  (40  peut  être  réduite  à  rexpressioii 


r(-,-) 

la  valeur  Z  étant 


-r 


e  '-^'^  cos {2s  ~\-  z)x  dx  =  -—  e 


On  aura  donc 

(4-3)  /      x' e  ^  cos isx\dxr=.- /      e  *     -• 

De  plus  on  tirera  de  la  formule  (3i) 

[s  —  xJ—iY +{s  +  x\/—\Y  I        /"*  dz 

et,  par  conséquent,  l'intégrale  (40  prendra  la  forme 

la  valeur  de  Z  étant 
Ou  aura  donc 

/--(.-^v/^r+(5+.rv/— r  .^    r-  ..--._^_^ 

,    si  maintenant  on  compare  l'équation  (43)  à  l'équation  (44)»  <>u  trou 


vera 


(45)    /     .r'' t^  •*■■  cos  I  — — 2sx]  dx  T^  e  -''' j 


.ç  +  .r  v^--  I  )''  +  (.V  —  X  \,/-~  I 


e  '^'  di 


On  se  trouve  ainsi  ramené  à  une  formule  que  nous  avons  établie  par 
une  autre  méthode  dans  le  Bulletin  de  la  Société philomathique  de  182:^. 

Corollaire.  —  Si,  dans  l'équation  (4^)»  on  suppose  /--  n,  //désignant 


«8  SI  H    L\  NUL  \  EAU   GENRE  DIM  ÉG  H  A  LES. 

un  nombre  entier,  on  aura 


si  n  est  pair,  et 


cos  I isx  ]  z=i  (—  i)^  cosa^o- 


cos  I  — '  — 2sa]=.{ — i)  -    sin2.î.r 


si  //  est  impair.  Si,  dans  la  même  hypothèse,  ou  développe  le  seeond 
membre  de  la  formule  (  'i 5)  et  si  l'on  a  égard  à  l'équation 


(4(3) 


e^-"'  cL 


1  . 3 . 5 . .  .  (  9,  /<  —  1  ) 


on  (rouvera,  pour  des  valeurs  paires  de  //, 


-  ^-'c"  f-- 


=-{-1? 


T.- s"  (;-"■ 


nin—  i)  /  I  \-       n{n  —  i)  (//  —  '^.){  n  —  3)  /  i  \^ 


I  \  2  5 


el,  pour  des  valeurs  impaires  de  //, 

!/     x"  e  ^'  siii  2 SX  dx 


(48) 


(-1)   ^ 


-2ç/(   f,s- 


//{n—  i)  /  I  Y      n{/i  —  i){n  —  9.)  («  —  3)  /  i 
1  \2S  /  1  .■>.  \'>s 


La  formule  (47)  s'accorde  avec  l'équation  (iG)  de  la  page  77. 
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La  théorie  des  moments  linéaires  se  lie  intimement,  d'un  côté,  à  la 
théorie  des  moments  des  forces,  pris  par  rapport  à  un  point  fixe,  et 
représentés  par  des  surfaces  planes;  de  l'autre,  à  la  théorie  des  couples 
établie  par  M.  Poinsot,  et  fournit,  comme  cette  dernière,  les  moyens 
de  simplifier  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  de  Méca- 
nique. Elle  a  d'ailleurs  l'avantage  de  faire  disparaître  les  difficultés 
que  présente,  dans  certains  cas,  le  choix  des  signes  qui  doivent  affecter 
les  surfaces  désignées  sous  le  nom  de  moments.  Enfin  elle  s'applique, 
non  seulement  aux  forces,  mais  encore  à  toutes  les  quantités  qui  ont 
pour  mesure  des  longueurs  portées  sur  des  droites,  dans  des  direc- 
tions déterminées,  par  exemple  aux  vitesses  et  aux  quantités  de  mou- 
vement. Nous  nous  bornerons,  dans  cet  article,  à  exposer  les  principes 
(le  la  nouvelle  théorie,  et  nous  considérerons  en  particulier  les  moments 
linéaires  d'une  ou  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un  seul  point.  Pour 
(jue  l'on  puisse  facilement  comprendre  ce  que  nous  avons  à  dire  à  ce 
sujet,  il  est  d'abord  nécessaire  de  rappeler  quelques  définitions  géné- 
ralement adoptées. 

Soit  P  une  force  quelconque  appliquée  au  point  matériel  A,  et  repré- 
sentée par  une  longueur  AB  portée  à  partir  du  point  A  sur  sa  propre 
direction.  Si,  d'un  autre  point  0,  pris  à  volonté  dans  l'espace,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  direction  de  la  force  P,  le  produit 
de  cette  perpendiculaire  par  la  force  elle-même  représentera  le  doubh- 
de  la  surface  du  triangle  OAB,  qui  a  pour  base  la  force  AB,  et  pour 
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sommet  le  point  0.  Ce  même  produit,  équivalent,  comme  on  vient  de 
le  dire,  au  double  de  la  surface  OAB,  est  ce  qu'on  appelle  le  moment 
de  la  force  P,  par  rapport  au  point  0.  De  plus,  le  plan  du  triangle 
OAB,  ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  qui  passe  par  le  point  0  et  par  la 
force  Al),  est  ce  qu'on  nomme  le  plan  dit  moment.  Cela  posé,  il  est 
clair  que  le  moment  d'une  force  AB  reste  le  même,  lorsque,  sans  changer 
la  direction  de  la  force,  on  déplace  le  point  A  de  manière  à  le  transporter 
en  un  autre  point  A  de  la  direction  dont  il  s'agit.  En  effet,  si,  sur  la 
droite  AB  prolongée,  on  prend  A'B'  =  AB,  les  deux  triangles  OAIÎ, 
OA'B'  auront  des  bases  égales  avec  la  même  hauteur  et,  par  consé- 
quent, des  surfaces  égales. 

Le  moment  d'une  force  n'étant  autre  chose  que  le  produit  de  cette 
force  parla  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  donné  sur  sa  direction, 
le  pointa  partir  duquel  on  abaisse  la  perpendiculaire  s'appelle  l'ori- 
gine ou  le  centre  des  moments.  Le  plus  souvent,  on  place  le  centre  des 
moments  à  l'origine  même  des  coordonnées.  La  droite  menée  du  centre 
des  moments  au  point  d'application  de  la  force  sera  désignée  sous  le 
nom  de  rayon  vecteur.  Ce  rayon  vecteur  est  l'un  des  côtés  du  triangle 
OAB,  dont  la  surface  doublée  équivaut  au  moment  d(î  la  force  AB; 
d'où  il  est  aisé  de  conclure  qu'on  obtiendra  encore  un  produit  égal  à 
ce  moment  si  l'on  multiplie  le  rayon  vecteur  OA  par  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  B  sur  ce  rayon  vecteur  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  la  projection  de  la  force  AB  sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur.  ,< 

Si  l'on  projette  sur  un  plan  quelconque  le  centre  des  moments  et  la 
force  AB,  on  obtiendra  en  même  temps,  pour  projection  du  triangle 
OAB,  un  nouveau  triangle  (jui  aura  pour  sommet  la  projection  du 
point  0  et  pour  base  la  projection  de  la  force  AB.  Ce  nouveau  triangle 
sera  donc  celui  dont  la  surface  doublée  mesure  le  moment  de  la  force 
projetée  par  rapport  à  la  projection  du  centre  des  moments.  Ainsi,  le 
moment  de  la  projection  d'une  force  sur  un  plan  quelconque  est  égal  à 
la  projection  sur  ce  même  plan  d'une  surface  équivalente  au  moment 
de  la  force  donnée  et  comprise  dans  le  plan  du  moment.  C'est  ce  que 
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nous  exprimerons  en  disant  que  le  moment  de  la  projection  d'une  force 
ne  diffère  pas  de  la  projection  de  son  moment. 

Le  plan  du  moment  d'une  force  AB  =  P  peut  tourner  dans  deux  sens 
différents  autour  du  centre  des  moments.  Si  l'on  vient  à  fixer  ce  même 
centre,  et  que  le  rayon  vecteur  se  change  en  une  droite  rigide,  la  force 
appliquée  à  l'extrémité  mobile  de  cette  droite  tendra  évidemment  à 
imprimer  au  plan  du  moment  un  seul  des  deux  mouvements  de  rota- 
tion qu'il  peut  prendre.  Supposons  que  ce  mouvement  s'effectue  et  que 
l'on  ait  élevé  par  le  centre  des  moments  un  demi-axe  perpendiculaire 
au  plan  ;  un  spectateur  qui  posera  les  pieds  sur  le  plan,  de  manière  à 
s'appuyer  contre  le  demi-axe,  verra  les  différents  points  du  plan  se 
mouvoir,  en  passant  devant  lui,  de  sa  droite  à  sa  gauche  ou  de  sa 
gauche  à  sa  droite;  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  le  mouve- 
ment de  rotation  a  lieu  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  (  '  ).  On 
doit  observer  au  reste  que  si,  par  le  centre  des  moments,  on  élevait  ii 
la  fois  deux  demi-axes  perpendiculaires  au  plan  du  moment,  le  même 
mouvement  de  rotation  paraîtrait  s'effectuer  autour  de  l'un  de  ces  demi- 
axes  de  droite  à  gauche,  et  autour  de  l'autre,  de  gauche  à  droite.  Reve- 
nons maintenant  au  cas  où  l'on  trace  un  seul  demi-axe,  et  supposons 
que  ce  soit  précisément  celui  autour  duquel  le  mouvenKiut  de  rotation 
s'effectue  de  droite  à  gauche.  Si,  à  partir  du  centre  des  moments,  on 
porte  sur  ce  demi-axe  une  longueur  numériquement  égale  au  moment 
de  la  force  P,  on  obtiendra  ce  que  nous  appellerons  le  moment  linéaire 
de  cette  force.  La  direction  de  ce  moment  linéaire  sera  celle  du  demi- 
axe  sur  lequel  il  se  compte,  ci  son  intensité  aura  pour  mesure  le  moment 
même  de  la  force  P. 

Concevons  à  présent  que,  dans  le  plan  du  moment  de  la  force  P,  on 
fasse  varier  cette  force  en  grandeur  et  en  direction,  de  sorte  qu'elle  se 
change  en  une  nouvelle  force  P'  toujours  appliquée  au  point  A  et  propre 

(')  Le  moyen  que  nous  employons  ici,  et  à  Taide  duquel  on  distingue  facilement  les  deux 
espèces  de  mouvements  de  rotation  que  peut  prendre  un  plan  tournant  sur  lui-môme 
autour  d'un  point  donné,  est  celui  dont  M.  Ampère  a  fait  usage  dans  la  Théorie  de  l'e'tec- 
tricite'  dj  nautique. 
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à  faire  tourner  le  plan  dans  le  même  sens  que  la  première,  autour  du 
centre  des  moments.  Les  moments  linéaires  des  deux  forces  P,  P'  de- 
vront être  portés  sur  le  même  demi-axe;  et,  si  l'on  projette  ces  deux 
forces  sur  un  plan  mené  par  le  point  A  perpendiculairement  au  rayon 
vecteur,  les  projections  auront  encore  la  même  direction.  Imaginons 
ensuite  que  le  plan  du  moment  de  la  force  P'  vienne  à  se  détacher  du 
plan  du  moment  de  la  force  P,  en  tournant  d'une  certaine  quantité 
autour  du  rayon  vecteur.  Pendant  ce  mouvement,  deux  demi-axes  per- 
pendiculaires au  rayon  vecteur,  aboutissant  à  deux  points  différents 
de  ce  rayon  et  assujettis  à  tourner  autour  de  ces  points  avec  le  plan 
du  moment  de  la  force  P,  décriront  évidemment  des  angles  égaux.  Or, 
comme  on  peut  supposer  que  ces  deux  demi-axes  coïncident,  le  pre- 
mier avec  la  projection  de  la  force  P'  sur  le  plan  mené  par  le  point  A 
perpendiculairement  au  rayon  vecteur,  le  second  avec  le  demi-axe  mené 
par  le  point  0  et  sur  lequel  on  compte  le  moment  linéaire  de  la  même 
force,  nous  devons  conclure  qu'après  l'arrivée  de  la  force  P'  dans  sa 
nouvelle  position,  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P'  comprendront 
entre  eux  le  même  angle  que  les  projections  de  ces  forces  sur  le  plan 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  Il  est  d'ailleurs  essentiel  d'observer 
qu'il  suffit  de  choisir  convenablement  l'intensité  de  la  force  P',  sa  direc- 
tion par  rapport  au  rayon  vecteur  dans  le  plan  de  son  moment  et  la 
quantité  dont  on  fait  tourner  ce  même  plan,  pour  que  cette  force,  par- 
venue dans  sa  nouvelle  position,  coïncide  avec  une  force  quelconque 
menée  par  le  point  A.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :^ 

Si  deux  forces  quelconques  appliquées  au  point  A  sont  projetées  sur  un 
plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  A  avec  le  centre 
des  moments,  les  projections  formeront  entre  elles  le  même  angle  que  les 
moments  linéaires  des  forces  données. 

Considérons  maintenant,  avec  deux  forces  P,  P'  simultanément  ap- 
pliquées au  point  A,  la  résultante  R  de  ces  deux  forces.  Soit  toujours  0 
le  point  pris  pour  centre  des  moments,  et  supposons  que  l'on  construise 
tout  à  la  fois  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P',  H,  avec  les  projcc- 
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lions  de  ces  forces  sur  le  plan  mené  par  le  point  A  perpendiculairement 
au  rayon  vecteur.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  moments  linéaires 
formeront  entre  eux  les  mêmes  angles  que  les  projections  des  forces 
correspondantes;  et  de  plus  ces  moments  linéaires  seront,  en  vertu  de 
leur  définition  même,  respectivement  égaux  aux  produits  qu'on  obtient 
en  multipliant  le  rayon  vecteur  par  les  projections  dont  il  s'agit.  Cela 
posé,  concevons  :  i°  que  les  droites  AB,  AC,  AD  représentent  en  gran- 
deur et  en  direction  les  projections  des  forces 

l^    V,    R; 

2"  que  les  droites  OE,  OF,  OG  représentent  en  grandeur  et  en  direction 
leurs  moments  linéaires.  Les  trois  dernières  droites  seront  proportion- 
nelles aux  trois  premières,  et,  prises  deux  à  deux,  elles  formeront 
entre  elles  les  mêmes  angles.  Par  suite,  les  deux  figures  ABCD,  OEFG 
seront  entièrement  semblables.  Or,  la  force  projetée  AD  étant  la  résul- 
tante des  forces  projetées  AB,  AG,  la  figure  ABCD  est  nécessairement 
un  parallélogramme;  donc  la  figure  OEFG  en  sera  un  également.  Donc 
le  moment  linéaire  OG  de  la  résultante  R  sera  la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  les  moments  linéaires  des  composantes;  et, 
pour  l'obtenir,  il  suffira  de  mener  par  l'extrémité  du  moment  linéaire 
de  la  force  P  une  droite  égale  et  parallèle  au  moment  linéaire  de;  la 
force  P',  puis  de  joindre  le  centre  des  moments  avec  l'extrémité  de 
cette  droite.  Ainsi  les  moments  linéaires  se  composent  comme  les  forces 
elles-mêmes,  et  à  l'aide  de  la  même  construction.  Cette  remarque  ne 
se  borne  pas  au  cas  où  l'on  considère  deux  composantes;  elle  s'étend 
à  un  nombre  quelconque  de  forces  P,  P',  P",  ...  ;  car  il  est  clair  qu'en 
répétant  plusieurs  fois  de  suite  la  construction  indiquée  d'une  part  sur 
les  forces  combinées  deux  à  deux,  de  l'autre  sur  les  moments  linéaires 
correspondants,  on  obtiendra  par  le  même  procédé  :  i*Ma  résultante 
de  toutes  ces  forces;  2"  le  moment  linéaire  de  cette  résultante.  Enfin, 
la  remarque  subsiste,  quelles  que  soient  les  directions  des  forces  don- 
nées et  celles  de  leurs  moments  linéaires  respectifs,  et,  par  cortsé- 
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quent,  dans  le  cas  même  où  quelques-unes  de  ces  directions  vien- 
draient à  coïncider. 

Pour  indiquer  que  le  moment  linéaire  de  la  résultante  de  plusieurs 
forces  P,  P',  P",  ...  résulte  de  la  composition  de  leurs  moments  linéaires, 
nous  le  désignerons  désormais  sous  le  nom  de  moment  linéaire  résultant. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  plans  des  moments  de  deux  forces 
coïncident,  c'est-à-dire  lorsqu'un  seul  plan  renferme  à  la  fois  le  centre 
des  moments  et  les  deux  forces,  leurs  moments  linéaires  se  comptent 
évidemment  sur  un  seul  axe  perpendiculaire  au  plan  dont  il  s'agit.  De 
plus,  ils  se  comptent  sur  cet  axe  dans  le  même  sens  ou  dans  des  sens 
opposés,  suivant  que  les  forces  données  tendent  à  faii'e  tourner  le  plan 
qui  les  renferme  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  Si  toutes 
les  forces  P,  P',  P",  ...  appliquées  au  point  matériel  A  se  trouvaient 
comprises  avec  le  centre  des  moments  dans  un  plan  unique,  tous  les 
moments  linéaires  se  comptant  alors  sur  le  môme  axe,  le  moment 
linéaire  de  la  résultante  serait  égal  à  la  somme  des  moments  linéaires 
des  composantes,  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  —,  suivant  (jue 
les  forces  correspondantes  tendraient  à  faire  tourner  le  plan  de  tous 
les  moments  dans  le  même  sens  que  la  résultante  ou  dans  le  sens 
inverse. 

Revenons  au  cas  où  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P',  P",  .  .. 
ont  des  directions  quelconques.  Dans  ce  cas,  au  lieu  de  construiie 
géométriquement  le  moment  linéaire  de  la  résultante,  on  pourrait 
déterminer  analytiquement  son  intensité  et  sa  direction.  En  effet^.soit 
il  cette  résultante,  et  désignons  par 

p,    p',    p",     . . . ,     r 

les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  moments  sur  les  direc- 
tions des  forces 

P      P'      P'  R. 

Les  moments  linéaires  des  mêmes  forces  seront  représentés  par 
IV,    V'p',    V"p",     ...,     R/-; 
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o;i 


ot,  si  l'on  suppose  que  ees  moments  linéaires  forment  respectivement, 
avec  le  demi-axe  des  x  positives,  les  angles 

'/.,     '/.',     l",      ...,     l; 
avec  le  demi-axe  des  y  positives,  les  angles 

IJ.,      f/      '/',      ...,      m; 

avec  le  demi-axe  des  z-  positives,  les  angles 

V,      v',      ■/',      ...,      n, 

les  produits 

P/jcosÀ,     l*' p' cos'/.' ,     V"/y'cos'/.", 
Vpcos'j.,     V'jj' cos iJ.',     V"p"cosiJ.",     . 
Vpc.osv,      V'p'vO'^v',      V" p"  ros'j". 


W/  cos/, 
R/cos/??, 
R  /•  cos  n 


seront  ce  qu'on  peut  appeler  les  projections  algébriques  des  moments 
linéaires  dont  il  s'agit  sur  le*  axes  des  x,y,  z.  (]ela  posé,  [)uis({U(î  le 
moment  linéaire  R/'  est  à  l'égard  des  autres  ce  qu'est  la  résultante  R  à 
l'égard  des  forces  P,  P',  P",  . . . ,  les  relations  trouvées  entre  les  pi'ojee- 
tions  algébriques  des  forces 


P     P'      P' 


Pv 


subsisteront  nécessairement  entre  les  projections  algébricjues  des  mo- 
ments linéaires 

Vp,    P'//,     V"p",     ...,     R/-. 

Va\  conséquence,  la  projection  algébrique  sur  cliaque  axe  du  moment 
linéaire  résultant  sera  égale  ;i  la  somme  des  projections  algébriques 
sur  le  même  axe  des  moments  linéaires  des  composantes.  On  ani'a 
donc  les  trois  écjuations 

R/Tos/    —  Vp  cos>.  -t-  P'//  ces//  +  V"p"  cos/.'  -^.  .  ., 

(i)  R/-  cos/«  =  Py^  cosfj.  -H  V p'  cos;a.'+  \*"p"  cos/j.''-!-  . .  . , 

(  R/-  cos«  -—  Vp  cosv  +  V  p'  cosv'  +  P"  p"  cosv"  -\- 
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Si  à  ces  trois  équations  on  réunit  la  suivante 

(  ^  )  COS-  l  +  COS-  m  4-  COS-  /i  rr:  l , 

on  obtiendra  en  tout  quatre  équations  suffisantes  pour  déterniiner  les 
valeurs  des  quatre  inconnues 

R/',     /,     m.     II, 

c'est-à-dire,  la  direction  et  l'intensité  du  moment  linéaire  résultant, 
toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  en  grandeur  et  en  direction  les  mo- 
ments linéaires  des  forces  P,  P', Les  seconds  membres  des  équa- 
tions ([)  étant,  dans  cette  hypotbëse,  des  quantités  connues,  si,  pour 
abréger,  on  les  désigne  par 

L,     M,     N, 

ces  équations  deviendront  respectivement 

(3)  R/cos/^:=L,         R/-cosm  =  M,         R/'Cos«=:N. 
Or  on  tire  de  ces  dernières,  en  ayant  égayd  à  la  formule  (2), 

(4)  (R/-)^=L-+M2+N^ 
Donc,  par  suite, 

(5)  _  R/-  =  v^L2+M-4-N-. 

L'intensité  Rrou  la  grandeur  du  moment  linéaire  résultant  étant  ainsi 
déterminée,  on  obtiendra  les  angles  /,  m,  n  que  sa  direction  forme 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  par  le  moyen  des  équa- 
tions 

,        L  M  N 

(0)  COS/:=i-,— j  COS/;/  ^:=:  rr— >  COS/î=— -. 

R/  \\r  R/ 

Ces  angles  seront  aigus  ou  obtus,  suivant  que  les  quantités  L,  M,  N 
seront  positives  ou  négatives. 

Les  calculs  (jui  précèdent  subsistent,  quel  que  soit  le  point  de  l'es- 
pace que  l'on  ait  pris  pour  centre  des  moments.  Dans  le  cas  pai'ticu- 
lier  où  ce  centre   coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées,  on  peut 
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exprimer  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  chaque 
force  en  fonction  de  l'intensité  de  cette  force,  des  coordonnées  de  son 
point  d'application  et  des  angles  que  forme  sa  direction  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives.  On  y  parvient  facilement  à  l'aide  des 
considérations  suivantes. 

Le  moment  de  la  force  P  appliquée  au  point  A,  savoir  P/?,  représente, 
comme  on  l'a  dit  ci-dessus,  le  double  de  la  surface  du  triangle  OAB  qui 
a  pour  base  la  force  AB  =  P  et  pour  sommet  le  point  0,  centre  des 
moments,  c'est-à-dire,  dans  le  cas  présent,  l'origine  des  coordonnées. 
La  surface  de  ce  triangle  est  donc 

En  la  multipliant  par  cosX,  c'est-à-dire,  par  le  cosinus  de  l'angle  que 
forme  la  direction  du  moment  linéaire  avec  le  demi-axe  des  x  posi- 
tives, on  obtient  la  moitié  de  la  projection  algébrique  de  ce  moment 
linéaire.  Or,  le  moment  linéaire  se  comptant  sur  l'un  des  deux  demi- 
axes  perpendiculaires  au  plan  du  moment  Vp,  et  l'axe  des  x  étant  per- 
pendiculaire au  plan  des  j,  z,  l'angle  1  sera  évidemment  l'un  de  ceux 
que  le  plan  du  moment  fait  avec  le  plan  des  y,  z,  et  qui,  étant  supplé- 
ments l'un  de  l'autre,  ont,  au  signe  près,  le  même  cosinus.  D'ailleurs, 
si  l'on  multiplie  une  surface  plane  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  com- 
pris entre  le  plan  qui  la  renferme  et  un  autre  plan  pris  à  volonté,  on 
aura  pour  produit  la  projection  de  la  surface  sur  le  dernier  plan.  Donc 

le  produit 

JP/^cosA 

sera  égal,  au  signe  près,  à  la  projection  du  triangle  OAB  sur  le  plan 
des/,  z.  Donc,  par  suite,  la  projection  algébrique  du  moment  linéaire, 
savoir 

Vf  COSA, 

sera  égale,  au  signe  près,  au  double  de  la  surface  du  triangle  pro- 
jeté ou,  en  d'autres  termes,  au  moment  de  la  force  P  projetée  elle- 
même  sur  le  plan  des  j,  z.  Ajoutons  que  le  produit  P/jcosX  sera  positif 
ou  négatif,  suivant  que  l'angle  1  formé  par  la  direction  du  moment 

CEuvres  de  C.  —  S.  U.  t.  VI.  l3 
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linéaire  avec  le  demi -axe  des  x  positives  sera  aigu  ou  obtus,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  suivant  que  la  force  P  tendra  à  faire  tourner 
le  plan  de  son  moment  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour 
de  la  perpendiculaire  au  plan  prolongée  de  manière  à  former  avec  la 
direction  des  ce  positives  un  angle  aigu,  et,  par  conséquent,  autour  du 
demi-axe  des  œ  positives.  Or,  comme  un  plan  mené  par  ce  demi-axe  et 
par  le  point  A  laisserait  d'un  même  côté  la  force  P  et  sa  projection  sur 
le  plan  des  7,  ^,  il  est  clair  que  cette  projection  tendra  elle-même  à 
faire  tourner  le  plan  des  j,  z  autour  du  demi-axe  des  œ  positives,  de 
droite  à  gauche  dans  le  premier  cas,  et  de  gauche  à  droite  dans  le 
second.  On  peut  donc  conclure  que  le  produit  P/?cos"X,  c'est-à-dire,  la 
projection  algébrique  du  moment  linéaire  de  la  force  P  sur  l'axe  des 
v  positives,  sera  égal  au  moment  de  la  force  projetée  sur  le  plan  des 
y,  z-,  ce  dernier  moment  étant  pris  tantôt  avec  le  signe  +,  tantôt  avec 
le  signe  —,  suivant  que  la  force  projetée  tendra  à  faire  tourner  le  plan 
des  7,  z  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour  du  demi-axe 
des  X  positives. 

On  prouvera  de  même  que  la  projection  algébrique  du  moment 
linéaire  de  la  force  P  sur  l'axe  des  y  ou  des  z  est  égale  au  moment  de 
la  force  P  projetée  sur  celui  des  plans  coordonnés  auquel  cet  axe  est 
perpendiculaire,  le  dernier  moment  étant  pris  avec  le  signe  +  ou  avec 
le  signe  —,  suivant  que  la  force  projetée  tend  à  faire  tourner  le  plan 
dont  il  s'agit  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite  autour  du  demi- 
axe  des  y  ou  des  :;  positives. 

Considérons  maintenant  l'angle  solide  triëdre  qui  a  pour  arêtes  les 
trois  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et  concevons  qu'un  rayon 
mobile  d'une  longueur  indéfinie,  mené  par  l'origine,  fasse  le  tour  de 
cet  angle  solide,  en  s'appliquant  successivement  sur  les  trois  faces. 
Son  mouvement  sur  chaque  face  sera  un  mouvement  de  rotation,  de 
droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite,  autour  de  l'arête  perpendicu- 
laire à  cette  face.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  mouvements 
de  rotation  sur  les  trois  faces,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  sur  les 
trois  plans  coordonnés,  seront  de  même  espèce.  Par  exemple,  si  la  dis- 
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position  des  demi-axes  des  coordonnées  positives  OX,  OY,  OZ  est  celle 
qui  se  trouve  la  plus  usitée,  les  trois  mouvements  de  rotation  auront 
lieu  de  droite  à  gauche  autour  de  ces  trois  demi-axes,  lorsque  le  rayon 
mobile,  en  faisant  le  tour  de  l'angle  solide,  passera  successivement  de 
la  position  OX  à  la  position  OY,  et  de  celle-ci  à  la  position  OZ,  pour 
revenir  ensuite  à  la  position  OX.  Si  le  demi-axe  des  z  positives  se  trou- 
vait transporté  de  l'autre  côté  du  plan  des  x,  y,  alors  les  mouvements 
(le  rotation  de  droite  à  gauche  auraient  lieu  dans  le  cas  où  le  rayon 
mobile  prendrait  successivement  les  trois  positions 

0\,     OZ,     OY, 

pour  revenir  ensuite  directement  de  la  position  OY  à  la  position  OX. 

Afin  de  bien  distinguer  les  deux  espèces  de  mouvements  que  peut 
prendre  un  rayon  mobile  assujetti  à  passer  par  l'origine  et  à  parcourir 
l'une  après  l'autre  les  trois  faces  de  l'angle  solide  OXYZ,  nous  dirons 
que  ce  rayon  mobile  a,  dans  chacun  des  plans  coordonnés,  un  mou- 
vement direct  de  rotation,  s'il  passe  successivement  de  la  position  OX  à 
la  position  OY,  et  de  celle-ci  à  la  position  OZ;  nous  dirons,  dans  le  cas 
contraire,  que  le  même  rayon  vecteur  a  un  mouvement  de  rotation 
rétrograde.  Cela  posé,  si  l'on  adopte  la  disposition  la  plus  ordinaire 
pour  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les  mouvements  directs 
de  rotation  autour  de  ces  demi-axes  auront  lieu  de  droite  à  gauche,  et 
les  mouvements  rétrogrades,  de  gauche  à  droite. 

Je  reviens  aux  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la 
force  P,  et  je  vais  d'abord  chercher  une  nouvelle  expression  de  la  pro- 
jection algébrique  de  ce  moment  sur  l'axe  des  .r,  en  admettant,  pour 
fixer  les  idées,  la  disposition  la  plus  commune  des  demi-axes  des  coor- 
données positives.  La  force  P  pouvant  être  remplacée  par  ses  trois 
composantes  rectangulaires,  la  projection  algébrique  de  son  moment 
linéaire  sur  l'axe  des  x  sera  égale  à  la  somme  des  projections  algé- 
briques sur  le  même  axe  des  moments  linéaires  de  ces  trois  compo- 
santes, ou,  en  d'autres  termes,  à  la  somme  des  moments  des  mêmes 
composantes  projetées  sur  le  plan  des  y,  z,  ces  derniers  moments 
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étant  pris  avec  le  signe  4-  ou  avec  le  signe  —,  suivant  que  les  forces 
projetées  tendront  à  imprimer  au  plan  des  y,  z  un  mouvement  de  rota- 
tion direct  ou  rétrograde.  Or,  si  l'on  nomme  a,  p,  y  les  angles  formés 
par  la  force  P  avec  les  axes  des  x,  y,  z,  prolongés  dans  le  sens  des 
coordonnées  positives,  les  trois  composantes  rectangulaires  de  P  seront 
représentées  par  les  valeurs  numériques  des  trois  produits 

Pcosa,     Pcos^,     Pcosy. 

Si  d'ailleurs  on  projette  ces  composantes  sur  le  plan  des  y,  z,  la  pre- 
mière se  trouvera  réduite  à  zéro,  tandis  que  les  deux  autres  conserve- 
ront leurs  intensités  respectives.  Enfin  il  est  clair  que  les  projections 
des  deux  dernières  composantes  agiront  suivant  des  droites  menées 
parallèlement  aux  axes  des  y  et  z  par  la  projection  du  point  d'applica- 
tion de  la  force  P.  Soient 

les  coordonnées  de  ce  même  point  dans  l'espace.  La  projection  de  la 
composante  parallèle  à  l'axe  des  z  aura  un  moment  égal  au  produit  de 
son  intensité  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  sa  direc- 
tion, c'est-à-dire,  par  la  valeur  numérique  de  j.  Ce  moment  sera  donc 
l'eprésenté  par  la  valeur  numérique  du  produit  Pcosy  x  j.  On  prou- 
vera de  même  que  la  projection  de  la  composante  parallèle  à  l'axe 
des  r  a  un  moment  représenté  par  la  valeur  numérique  du  produit 
Pcos^  X  z.  Ajoutons  que,  des  deux  projections  dont  il  s'agit,  la  pre- 
mière tendra  à  produire  un  mouvement  de  rotation  direct,  si  Pcosy 
et  r  sont  de  même  signe,  c'est-à-dire  si  le  produit  Pjcosy  est  positif; 
la  seconde,  si  Pcosî^  et  z  sont  de  signes  différents,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  si  le  produit  Pscos^  est  négatif.  Les  mouvements  de 
rotation  deviendraient  rétrogrades  dans  les  suppositions  contraires. 
Par  suite,  pour  obtenir  les  projections  algébriques  sur  l'axe  des  x  des 
moments  linéaires  que  fournissent  les  deux  composantes  de  la  force  P 
parallèles  aux  axes  des  :;  et  des  y,  il  faudra  prendre  le  produit 

P/cos-/ 
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avec  le  signe  h-,  et  le  produit 

P^cos;3 

avec  le  signe  — .  La  somme  des  deux  résultats,  savoir, 

P(7C0sy  —  ^  cos|3), 

devant  être  équivalente  à  la  projection  algébrique  sur  l'axe  des  r  du 
moment  linéaire  de  la  force  P,  on  aura  nécessairement 

P/>COS/.  ::=  P(/COSy  —  ^  COSjS). 

On  trouverait  de  même,  en  projetant  les  moments  linéaires  de  la  force  P 
et  de  ses  composantes  sur  les  axes  des  r  et  des  z, 

Pp  ces  p.  =  l'(;  cosa  —  ,r  cosy), 
Vpcosv  =  i*(j:-cos|3  —  jcosa). 

Il  eAt  au  reste  essentiel  d'observer  que  les  trois  équations 

l  Vp  cosl  =--  P(j'  cos-/  —  z  ces 3), 
(7)  <   P/j  cosa  r=  P(^  cosa  —  .rcosy), 

'  P/?  ces  V  =  P(.rcos;3 —r  cosa) 

ont  lieu  seulement  dans  le  cas  où  l'on  adopte  pour  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  la  disposition  la  plus  ordinaire,  c'est-à-dire, 
lorsque  les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gaucbe  autour  de  ces 
demi-axes  sont  en  même  temps  des  mouvements  directs  et  tendent  à 
l'aire  passer  un  rayon  mobile 

dans  le  plan  des  j,  z,  de  la  dirocLion  des  y  positives  à  la  direction  des  z  positives; 
dans  le  plan  des  :;,  .r,  de  la  direction  des  3  positives  à  la  direction  des  x  positives; 
dans  le  plan  des  .r,  j,  de  la  direction  des  .r  positives  à  la  direction  des  y  positives. 

Si  les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gaucbe  autour  des  mêmes 
demi-axes  devenaient  rétrogrades,  alors  il  faudrait  remplacer  les  for- 
mules (7)  par  les  suivantes  : 

Vp  cosX  :—  P (  Z  ces ;3  —  /  ces  y), 

(8)  I  P/:»  cos,arr:  P(^cosy  —  3  cosa), 

P/>cosv  :=^  P(/ cosa  —  j:  ces ^). 
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Lorsque,  dans  chacune  des  équations  (7),  on  supprime  le  facteur  P 
commun  aux  deux  membres,  elles  se  réduisent  à 

/  yjcosA  =::rcosy  — z  cos|3, 

(9)  <  />  cos/ji  =  ::  cosa  —  .rcosy, 

\  p  ces  V  =  ^  cos  jS  —  )'  cos  X. 

On  peut  de  la  même  manière  réduire  les  équations  (8)  à 

/  p  cosl  =  z  cos^  —  V  cosy, 

(10)  <  p  cos[jL  =  ^cosy — ^;;cosa, 

(  /->cosv  =  jcosa  —  ^cos[3. 

Enfin  on  peut  comprendre  les  équations  (9)  et  (10)  dans  la  seule  for- 
mule 

rcosy  — ccosâ        :;  cosa  —  rcosy       ^cosS— vcosa        , 

(Il         ' — ^^ = = — "  —  P^ 

^      '        "  cos/  COS|a  COSV 

la  letlre/>>  devant  être  affectée  du  signe  H-  ou  du  signe  —,  suivant  que 
les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gauche  autour  des  demi-axes 
des  coordonnées  positives  sont  des  mouvements  directs  ou  rétrogrades. 
Ajoutons  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  équations  (9)  ou  (10),  com- 
binées avec  la  suivante 

(12)  COS^À  +  COS-f/ H- COS-V  =r  I, 

donneront 

(  «--=  (  V  COSV  —  z  cos3)-4-  (:;  cosa  —  x  cosy)-+  (j?  008(3  —  jcosa)^ 

(       ■=.  x^ -\- y^- -\-  z''- —  {xzQ^at.  4-/cosp  4-^cosy)^ 

On  trouvera  donc,  pour  l'expression  de  la  perpendiculaire /^  abaissée 
du  centre  des  moments  sur  la  direction  de  la  force  P, 

!i 
P  =  [(  y  cosy  —  z  cos,3)-  +  (^  cosa  —  ^  cosy)^+  (.r  cos{3  —  j  cosa)^]- 
=  [j?-4-7^  -h  --—  (x  cosa  +  r  cos [3  +  z  cosy)- J^ 
Après  avoir  ainsi  déterminé  la  valeur  de  /?,  on  obtiendra  celles  des 
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angles  X,  a,  V,  par  le  moyen  des  formules 

/        ^        ,    rcosv  — ^cos3 
cosA=±'^ '- -, 

1  ,    z  cos  a  —  .r  cosv 

(i5)     •  '  COS'JL  — ± '-, 

i  P 

f                  ,    xcos3  —  r  cosa 
cosv  =r±: ! ^^ j 

l  P 

dont  les  seconds  membres  devront  être  afTectés  simultanément  du  signe 
(jue  Ton  placera  devant  la  lettre  p  dans  la  formule  (ii).  Les  valeurs 
précédentes  de  cos'X,  cos|x,  cosv  satisfont  évidemment  aux  deu\é(|ua- 
tions  de  condition 

(iG)  cosacos), +  cos|3cosfjt.4-cosycosy  =  o,        ^cos>. +  /cos;/  h  :;cosv^o. 

Or,  comme  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  forment  les  angles 
a,  [i,  7  avec  la  direction  de  la  force  P,  et  les  angles  \,  y-,  v  avec  la  direc- 
lion  du  moment  linéaire  P/?,  la  somme 

ces  a  cos  A  4- cos  ,3  cos  ;j.  +  cos  y  cos  V 

représente  nécessairement  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux 
directions.  Donc  la  première  des  deux  équations  (iG)  exprime  que  ce 
cosinus  est  nul,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  deux  directions 
se  coupent  à  angles  droits.  De  même,  puisque  le  rayon  vecteur  mené 
de  l'origine  au  point  d'application  de  la  force  P  a  pour  projections 
algébriques  sur  les  axes  les  coordonnées  x,  y,  :;,  et  forme  par  consé- 
quent, avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  ([ui 
ont  pour  cosinus  respectifs 


v/^'-'  +  j^-H^-        sj x^ -^  y-- -\- Z'       \] x'^ -^  y"- ^  z- 

l'angle  compris  entre  la  direction  de  ce  rayon  vecteur  et  celle  du  mo- 
ment linéaire  aura  évidemment  pour  cosinus 

X  cos  À  H-  y  cos  \i.-\-  z  cos  v 
SJ x^ -^  y'^ -\- z' 


lOV 
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Donc  la  seconde  des  équations  (i6),  qu'on  obtient  en  égalant  ce  cosi- 
nus à  zéro,  exprime  que  la  direction  du  moment  linéaire  est  perpendi- 
<'ulaire  à  celle  du  rayon  vecteur.  Ainsi,  en  partant  de  cette  seule 
icniarque,  que  le  moment  linéaire  se  compte  sur  une  droite  perpen- 
diculaire, non  seulement  à  la  force  P,  mais  encore  au  rayon  vecteur, 
on  auiait  pu  établir  immédiatement  les  équations  (tO),  desquelles  on 
déduit  la  formule 


(•7) 


y  cosy  —  .::  cos|3  z  cosa  —  a,-  cosy a:  cosp  —  y  cosa 


■06 1 


COS.f/. 


cosv 


par  l'élimination  successive  des  trois  coordonnées  œ,  y,  z.  Ajoutons 
((ue  ré(]iiation  (i4)  peut  elle-même  se  démontrer  directement.  En  effet, 
le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  d'application  de  la  force  P 
est  représenté  par 

y/^r- 4- ^v- -h  ;-, 

et  l'angle  que  forme  la  direction  de  ce  rayon  vecteur  avec  celle  de  la 
force  P,  ayant  pour  cosinus 

a-  cos  y.  -+-  y  ces  ^  -h  z  cos  y 

1/.72 


v^"+r+ 


aura  nécessairement  pour  sinus 


(.V  cosa  -t-  r  cos{3  +  z  cosy)- 

^  ^-4-/-  +  ^- 

i 
\.r--+-  y--+-  Z-—  (./■  cosa  +.r  cos;5  +  ::cosy)-]-  r» 

s/a-'^  H-  7-  -h  ^- 

Or,  en  multipliant  ce  sinus  par  le  rayon  vecteur,  on  obtiendra  évidem- 
ment pour  produit  la  valeur  de  la  perpendiculaire/;,  telle  que  la  donne 
l'équation  (i/j). 

Des  formules  (i4)  et  (17)  réunies  on  déduit  facilement  la  formule  (n). 
Pour  V  parvenir,  il  suffit  de  s'appuyer  sur  un  théorème  d'Algèbre  en 
vertu  du(]uel  ré([uation 

a        a'        a"  

1  "^  T'  "^  17' 
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entraîne  toujours  la  suivante  : 


a  __  a'  _ci" ^  si  a-  +  a'-^-  a"'--^.  .  .  ^ 

[Voir  y  Analyse  algébrique,  Note  II,  théorème  XIV.)  Ce  théorème,  ap- 
pliqué à  la  formule  (17),  reproduit  [en  vertu  de  l'équation  (i4)J  la 
formule  (11);  mais  il  ne  donne  pas  le  moyen  de  déeider  quel  signe  on 
doit  attrihuer,  dans  la  formule  (ii),  à  la  quantité/?. 
Concevons  maintenant  que  plusieurs  forces 

se  trouvent  simultanément  appliquées  au  point  A  qui  a  pour  coordon- 
nées oc,  y,  z.  Désignons  par  R  leur  résultante,  et  par 

«,     ,3,     /;        y.',     ?>',     7';        a",     ^%     /;         . . .  ;        cf,     b,     c 
les  angles  que  les  directions  des  forces 

1»,     P',     P",     ...,     R 

forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Les  équations  (i) 
deviendront 

R(7C0Sc  —  ^  coS(î>)  =  P(/cos-/  —  z  cos;3)  +  P'(7Cosy'  —  ^  cos,3')  +..., 

(18)  .  R(:;  cosa  —  .rcosc)  =  P(^  cosa  —  .x-cosy)  +  P'(^  cosa'—  o-cosy')  4-..., 

'  R(jccos/Ç^  — /coS(7)  =  P(-*^cos^— /  cosa)  +  P'(.rcos;3'— r  cosa')  +.... 

Or,  si  l'on  fait  varier  le  point  d'application  de  toutes  les  forces,  en 
transportant  toutes  ces  forces  parallèlement  à  elles-mêmes,  les  seules 
coordonnées  x,  y,  z  varieront  dans  les  équations  (18).  Ces  équations 
doivent  donc  subsister  lorsqu'on  y  considère  les  coordonnées  x,  y,  z 
comme  indéterminées;  et,  par  conséquent,  les  coefficients  de  r,  y,  z 
doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  dans  les  deux  membres  de  chaque 
équation.  En  égalant  deux  à  deux  ces  coefficients,  on  retrouve  les  for- 
mules (8)  de  la  page  58.  Ainsi,  les  trois  équations  relatives  aux  mo- 
ments des  forces  entraînent  celles  qui  se  rapportent  aux  projections. 

OEuvresde  C.  —  S.\\,\..\\.  '4 
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Réciproquement,  les  formules  (8)  (p.  58)  étant  données,  il  est  clair 
qu'on  en  déduira  immédiatement  les  équations  (i8). 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  point  0,  centre  des 
moments,  coïncidait  avec  l'origine  des  coordonnées.  Imai^nnons  à  pré- 
sent que  l'on  transporte  ce  même  centre  en  un  point  0'  dont  les  coor- 
données soient  respectivement 

et  cherchons  à  exprimer  les  projections  ajgéhriques  du  moment  linéaire 
de  la  force  P  par  le  moyen  des  quantités 

P;        y-,     3,    y;        -^i     v,    ^;        -^o;    .}'o,    -o- 

Pour  y  parvenir,  on  ohservera  que,  si  l'on  transportait  à  la  fois  le 
centre  des  moments  et  l'origine  au  point  0',  les  coordonnées  du 
point  A  par  rapport  à  cette  nouvelle  origine  étant  alors  exprimées 
par  les  différences 

les  projections  algéhriques  du  moment  linéaire  de  la  force  P  par  rap- 
port à  la  même  origine  seraient  égales  (au  signe  près)  aux  trois  pro- 
duits 

[  P[(/  — J'o)cosy  —  (;  -z^)cos'^], 

(19)  )  !>[(:;  —^0)  ces  a— (j:-  —  ^o)  ces-/], 

(  P  [(.r  —  .ro)  CCS  ^  —  (./  —  j  0  )  cos  3c]. 

Ces  trois  derniers  produits,  pris  avec  le  signe  -f-  dans  le  cas  où,  les 
mouvements  de  rotation  directs  ont  lieu  de  droite  à  gauche  autour  des 
demi-axes  des  coordonnées  positives,  et  avec  le  signe  —  dans  le  cas 
contraire,  représentent  donc  les  projections  algébriques  du  moment 
linéaire  de  la  force  P  par  rapport  au  point  0'. 

Lorsqu'on  donne  à  la  fois  les  projections  algéhriques  d'une  force  et 
les  projections  algéhriques  de  son  moment  linéaire,  on  peut  aisément 
en  conclure  l'intensité  de  la  force,  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit, 
et  le  sens  dans  lequel  elle  est  dirigée.  En  effet,  soient  P  la  force  en 
([uestion,  Vp  son  moment  linéaire,  et  a,  %  y;  1,  [j.,  v  les  angles  que  la 
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force  et  son  moment  linéaire  forment  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives.  Si  l'on  suppose  connues  les  six  quantités 

(20)  Pcosa,     PcoS;3,     Pcosy;     P/jcos}.,     P/^cos;j.,     P/jcosv, 
on  en  déduira  immédiatement  les  valeurs  des  suivantes 

(21)  P,     a,     (3,     y;         Pp,     l,     (J.,     V, 

c'est-à-dire,  les  intensités  de  la  force  et  du  moment  linéaire,  avec  les 
angles  qui  déterminent  leurs  directions  respectives.  On  pourra  donc 
construire  :  i"  le  moment  linéaire  en  grandeur  et  en  direction;  2°  une 
force,  non  seulement  égale  et  parallèle  à  la  force  P,  mais  encore  dirigée 
dans  le  même  sens.  Concevons  cette  force  parallèle  appliquée  au  centre 
des  moments.  Le  plan  mené  par  ce  centre,  perpendiculairement  à  la 
direction  du  moment  linéaire,  devra  renfermer  la  force  P  et  la  force 
parallèle;  et,  par  conséquent,  cette  dernière  devra  couper  à  angle  droit 
la  direction  du  moment  linéaire,  ce  qui  aura  lieu,  si  l'équation  de  con- 
dition 

(22)  ces  a  CCS  À  -+-  cos;3  cos/jl  +  cosy  cosv  =  o 

est  satisfaite.  Cette  condition  étant  supposée  remplie,  on  divisera  l'in- 
tensité Vp  du  moment  linéaire  par  l'intensité  de  la  force  P  pour  obtenir 
la  perpendiculaire/)  abaissée  sur  la  direction  de  cette  force  du  centre 
des  moments;  puis  on  tracera,  dans  le  plan  dont  nous  venons  de 
parler,  deux  droites  parallèles  à  la  force  déjà  construite  et  situées,  de 
part  et  d'autre  du  centre  des  moments,  à  la  distance  p.  La  force  cher- 
cbée  P  devra  nécessairement  agir  suivant  une  de  ces  parallèles,  dans  le 
même  sens  que  la  force  déjà  construite,  et  de  manière  à  faire  tourner 
le  plan  de  droite  à  gaucbe  auîour  du  centre  des  moments.  L'obligation 
oîi  l'on  est  de  satisfaire  à  cette  dernière  condition  déterminera  celle 
des  deux  parallèles  que  l'on  doit  préférer.  Quant  au  point  d'application 
de  la  force  P  sur  cette  parallèle,  il  restera  complètement  indéterminé, 
ce  qu'il  était  fticile  de  prévoir;  car,  si  l'on  porte  sur  la  même  droite, 
mais  à  partir  de  deux  points  différents,  deux  forces  égales  et  dirigées 
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dans  le  même  sens,  leurs  projections  algébriques  seront  évidemment 
égales,  et  il  en  sera  de  même  de  leurs  moments,  ainsi  que  des  projec- 
tions algébriques  de  leurs  moments  linéaires. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  (22),  multipliée  par  P-/;,  peut 
être  présentée  sous  la  forme 

(23)  PcOSa.IVcOS).  4-  PcOS;3.P/>COS,a  4-  P  COS"/.  P/^  COS  V  =:z  o. 

De  plus,  en  attribuant  des  valeurs  finies  quelconques  aux  six  quantités 

Pcosa,     Pcos^,     Pcosy; 
P  cos>.,     PcospL,     P  cosv, 

011  en  déduit  évidemment  des  valeurs  finies  pour  les  suivantes 

P,      a,    ;^>    y; 

P/>,     /,      ;j.,     v; 
et  même  pour  la  quantité 

il  moins  toutefois  que  la  force  P  ne  s'évanouisse,  auquel  cas  ses  pro- 
jections algébriques  sont  toutes  nulles  simultanément.  Donc,  lors- 
qu'on fait  abstraction  de  ce  cas  particulier,  la  seule  condition  néces- 
saire pour  que  six  quantités,  prises  au  basard,  puissent  être  censées 
représenter  :  i''  les  projections  algébriques  d'une  force;  2"  les  projec- 
tions algébriques  de  son  moment  linéaire,  se  réduit  à  celle  (}uc  fournit 
l'équation  (23),  c'est-à-dire  à  l'évanouissement  de  la  somme  qu'on 
obtient  en  multipliant  deux  à  deux  les  projections  algébriques  corres- 
pondantes, puis  ajoutant  les  produits  ainsi  formés. 

En  vertu  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  il  est  clair  que, 
si,  plusieurs  forces  étant  appliquées  au  même  point,  on  donne  :  i"  les 

sommes 

X,     Y,     Z 

de  leurs  projections  algébriques  sur  les  axes  des  .r,  y  et  z;  2"  les 

sommes 

L,     M,     N 
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des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires  sur  les  mêmes 
axes,  on  pourra  déterminer  l'intensité  de  la  résultante,  la  droite  sui- 
vant laquelle  elle  agit  et  le  sens  dans  lequel  elle  est  dirigée.  Comme 

les  six  quantités 

X,     Y,     Z, 

L,     M,     N 

représenteront  précisément  les  projections  algébriques  de  cette  résul- 
tante et  de  son  moment  linéaire,  on  devra  obtenir  une  somme  nulle  en 
les  multipliant  deux  à  deux  et  ajoutant  les  produits.  On  aura  donc 

{'^4)  LX  +  MY4-NZ  =  o. 

De  plus,  la  résultante  ne  pourra  s'évanouii*  que  dans  le  cas  particulier 

où  les  trois  quantités 

X,     Y,     Z 

seraient  nulles  simultanément.  Soient  toujours  R  cette  résultante,  Wr 
son  moment  linéaire,  et  a,  b,  c;  /,  7?i,  ii  les  angles  formés  par  sa 
direction  et  par  celle  du  moment  linéaire  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives.  La  valeur  de  R,  déterminée  par  la  formule  (ii)  de 
la  page  ')9,  sera  finie  et  différente  de  zéro,  à  moins  que  les  quantités  X, 
Y",  Z  ne  s'évanouissent  à  la  fois.  Si  l'on  fait  abstraction  de  ce  cas  parti- 
culier, les  quantités 

a,      b,     c,      r 

auront  toujours  des  valeurs  finies,  déterminées  par  les  formules  (12) 
de  la  page  69,  et  par  la  suivante 


(2J)  /•  =  —  —   * 


R 


v/X2+Y-^-+-Z^' 


et  il  en  sera  encore  de  même  des  valeurs  de  /,  th,  n,  fournies  par  les 
équations  (G),  à  moins  toutefois  que  r  ne  s'évanouisse,  c'est-à-dire,  à 
moins  que  les  trois  quantités 

L.     M,     N 
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ne  deviennent  nulles  en  même  temps.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  le 

moment  linéaire 

R/- 

se  réduisant  ii  zéro,  il  n'y  aurait  plus  lieu  de  chercher  les  angles  /, 
/y^  n  que  sa  direction  fait  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives. Dans  la  même  hypothèse,  la  force  R  agirait  suivant  une  droite 
menée  par  le  centre  des  moments,  de  manière  à  former  avec  ces  demi- 
axes  les  angles  a,  h,  c.  Ajoutons  que,  dans  le  cas  général,  la  direction 
du  moment  linéaire  l\r  devant  être  perpendiculaire  à  celle  de  la  résul- 
tante R,  les  valeurs  de  a,  h,  c,  /,  m,  n  doivent  vérifier  l'équation  de 
condition 

(26)  COS«  ces/ -f- COS^COSWi  +  COSC  ces//  :r7  O. 

Oi'  cette  équation,  en  vertu  des  formules  (12)  (p.  5())  et  des  foj*- 
mules  (()),  se  réduit  à 

L\  +  MY  +  NZ 

i^7).  ^- -o 

et,  par  conséquent,  à  l'équation  [i\). 

Les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles 
des  (juantités  R,  a,  h,  c,  r,  l,  m,  n,  supposées  connues,  ne  suftisent 
])as  pour  déterminer  le  point  d'aj)plication  de  la  force  R.  Soient  ç,  r,,  '( 
les  coordonnées  de  ce  même  point.  Si  l'on  adopte,  pour  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives,  la  disposition  la  plus  ordinaii'c,  ou  pourra 
donner  aux  équations  (3)  la  forme  suivante  : 

/   R  (r^  cosc  —  X,  cosb)  -—  L, 
(28)  <    ]{(r  cosa  — ç  COSC)=r.  M, 

(  R(-:  cosZ>  —  rjCOSrt)  =  N. 

On  en  conclura,  en  ayant  égard  aux  formules  (9)  de  la  page  69, 


(^9) 


Zt.   - 

-yç^L, 

xr 

-Z;     :^M, 

M  - 

Xt.  =  X. 

SUR   LES  MOMENTS  LINEAIHES.  IH 

Il  semble,  au  premier  abord,  que  ces  trois  dernières  équations  four- 
nissent les  moyens  de  déterminer  les  trois  inconnues  c,  r,,  (^  en  fonc- 
tion des  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N.  ^lais  il  faut  observer  que,  si 
l'on  ajoute  les  équations  (29),  après  avoir  multiplié  la  première  par  X, 
la  seconde  par  Y,  la  troisième  par  Z,  on  retrouvera  la  condition  (24). 
Cette  condition  devant  toujours  être  remplie  par  les  valeurs  données 
des  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  il  en  résulte  que  deux  des  équa- 
tions (29)  entraînent  la  troisième.  Donc  il  n'existera  en  réalité  ([ue 
deux  équations  entre  les  coordonnées  E,  -/;,  'Ç.  Ces-deux  équations  étant 
du  premier  degré,  les  différents  systèmes  de  valeurs  qu'elles  fourniront 
pour  les  coordonnées  E,  -/i,  C  correspondront  à  des  points  situés  sur  une 
même  droite.  Cette  droite  sera  précisément  celle  suivant  laquelle  agit 
la  résultante  R.  Sa  projection  sur  le  plan  des  y,  z  sera  représentée  par 
la  première  des  équations  (29),  sur  le  plan  des  z-,  a-  par  la  seconde,  et 
sur  le  plan  des  ce,  y  par  la  troisième.  Si  l'on  fait  passer  une  parallèle  à 
cette  même  droite  par  l'origine  des  coordonnées,  les  trois  équations 
de  la  parallèle  seront  respectivement 

(3o)  T,Z-CY  =  o,         CX-c:Z  =  o,         lY-r,y^^o, 

et  pourront  être  remplacées  par  la  formule 

(30  x  =  v^7' 

à  laquelle  on  parviendrait  directement  en  observant  que  cotte  parallèle 
est  précisément  la  droite  suivant  laquelle  agirait  une  force  qui,  appli- 
quée à  l'origine,  aurait  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  les 
quantités  X,  Y,  Z. 

Si  l'on  plaçait  le  centre  des  moments  au  point  qui  a  pour  coordon- 
nées ^0.  /<).  -0.  '«^  équations  (29)  se  trouveraient  remplacées  par  les 
suivantes  : 

(32)  <^  C -^o)X-(^ -^o)Z  =^1, 

(  (;  -.ro)Y-(-/3-/o)X=:N. 
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En  supposant  le  même  point  situé  sur  la  direction  de  la  force  R,  on 
aurait  à  la  fois 

(33)  L  =  o,         M  =  o,         N  =  o; 

ce  qui  permettrait  de  substituer  aux  équations  (32)  la  formule 

{à4)  \        —        \  Z 

de  laquelle  on  lire  immédiatement  la  suivante 

(3.)) 


COSrt  cos^  cosc  ' 

cette  dernière  présente,  sous  la  forme  la  plus  simple,  les  équations 
d'une  droite  qui  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ^o» 
Vo,  -0.  <'t  qui'  pi'olongée  dans  un  certain  sens,  forme,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  les  angles  a,  b,  c. 

Dans  d'autres  articles,  nous  appliquerons  la  théorie  des  moments 
linéaires  à  différentes  questions  de  Statique  ou  de  Dynamique. 


DE  L'INFLUENCE 


giE    PEUT   AVOIR, 


SUR  LA  VALEUR  D'UNE  INTÉGRALE  DOUBLE. 

LOKDRE  DANS  LEQUEL  ON  EFFECTUE  LES  INTÉGRATIONS. 


Dans  mon  premier  Mémoire  sur  les  intégrales  définies,  présenté  à 
l'Institut  le  22  août  i8i4,  j'ai  remarqué  qu'une  intégrale  double  devient 
quelquefois  indéterminée,  et  qu'alors  elle  prend  deux  valeurs  diffé- 
rentes suivant  l'ordre  qu'on  établit  entre  les  deux  intégrations.  Or  la 
différence  de  ces  deux  valeurs  peut  être  calculée  directement,  lors(ju'il 
s'agit  de  cas  particuliers.  Mais  on  peut  aussi  la  déterminer  en  général 
et  a  priori  à  l'aide  des  intégrales  singulières  dont  j'ai  développé  la 
théorie,  dans  le  Mémoire  de  i8i4,  dans  le  Bulletin  de  la  Société philoma- 
ihiqae  de  1822  et  dans  le  résumé  des  Leçons  sur  le  Calcul  infinitésimal. 
Je  vais  revenir  un  instant  sur  cette  détermination,  et  je  m'attacherai 
de  préférence  à  quelques  intégrales  doubles  dont  la  considération 
fournit  les  moyens  d'évaluer  un  grand  nombre  d'intégrales  définies. 

Soient  9(^,7),  7^(^,7)  deux  fonctions  propres  à  vérifier  l'équation 

ÔY  dx 

Désignons  d'ailleurs  par  V{x,y)  l'un  quelconque  des  deux  membres 
de  l'équation  (1),  par  ^0»  X  deux  valeurs  réelles  de  la  variable  r,  et 
par  j„,  Y  deux  valeurs  réelles  de  la  variable/.  Si  la  fonction  Y{x,y) 
reste  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  x  et  j  ren- 

OEtivresd(  C.  —  S.\\,i.^\.  l5 
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fermées  entre  les  limites  jc  =  x^^,  x  =  X,  y  —  Vo»  y  =  Y,  on  anra 

rO  /       /     E(.r,  )-)c/a:-c()- =  /       I  ■  l'[.r,y)dycLr, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  /     [o(.v,\)  —  o{.r,y,)]cljc=        [z(X,,»-)  —  z(^o,.»')]  ^(>'- 

Si,  au  contraire,  la  fonction  F(,r,  y)  devient  infinie  ou  indéterminée 
pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  v  compris  entre 
les  limites  .r„,  X;  Vy,  Y,  l'équation  (3)  cessera  d'être  exacte,  et  l'on 
aura 

(4)  /       /     V{JC,y)cl.idy=  i       1     V (.r,  y)dy d.r  —  \ 

'^■r,,    '-y  a  ^  Ya         •'•() 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  ^   [9(.r,Y)-9(^,.)-„)]r/a-:=z  I    [x(X,,)-)-x(.r„,.»-)]^()'--^. 

'■  -''il  '  ''  .'11 

A  désignant  la  somme  de  plusieurs  intégrales  singulières  [voir  la 
XXXIY*^  Leçon  de  Calcul  infinitésimal).  Concevons,  pour  fixer  les 
idées,  que  les  systèmes  de  valeurs  qui,  entre  les  limites  ci-dessus 
mentionnées,  rendent  la  fonction  Y[x,y)  indéterminée  ou  infinie,  se 
réduisent  à  un  seul,  savoir,  x  =  l,  y  =  r,.  Alors,  en  représentant  par  s 
une  (juantité  infiniment  petite,  on  trouvera  (?;o/r  encore  la  XXXIV^  Le- 
çon de  Calcul  infinitésimal) 

(G)  Azniim^    [/(;  + c,.)-) -/(;:  —  £,,)•)]  ^/)-. 

Il  importe  d'observer  que  la  condition  (i)  sera  toujours  vériiiée  si  l'on 
prend 

(7)  9(^,7)  =/(-^)^'  /(•^'V)^/(.)^, 

:;  désignant  une  fonction  réelle  ou  imaginaire  des  variables  x,  y.  Sup- 
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posons,  en  particulier, 

(8)  z  =  ^+ysr-=^.         f{z)^-  T"/=V^' 

\z  —  a  —  ^y/— ij 

a,  ^désignant  deux  constantes  réelles,  et  m  un  nombre  entier  (|U('I- 
concjue.  Les  formules  (7)  donneront 

(9)        9  G^,  ,■»')  =  -F -— =^:-,  •/(■^•,.)-j 


(II): 


l.v-a  +  {y-ù)^-i]"'  '      '■  [,r-r7+(r-/>)v'-i  1'" 

et  la  valeur  de  A,  déterminée  immédiatement  pai-  l'intégration,  sera 
l'une  de  celles  que  nous  allons  indiquer. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  nombre  m  se  réduit  à  l'unité.  Daus 
ce  cas  on  a  évidemment  ç  =  a,  r,  =  h, 

(10)     9  (.r,  _)-)  = -_:^ ,  y  (,r,  )■)  ■:= : , 

X—  a  +  (  )-  —  b)  y—  I  X  —  a-i-  {y  —  h)  \l  —  1 

et  l'on  tire  de  l'équatiou  (5) 

]  Jy^^   I  X  —  rt  +  (v  — />)  V'— I        Xo  —  a  +  {y  --'  b)\^/—i  \ 

]  _    r  \ ^ • ^  J  .fx, 

[  J^,^  l^r-a  +  {\~b)  y/-  1         x-a-+-  {y^  -  b)  y/-  1  J 

OU,  ce  (jui  revieut  au  même, 

i-      C  {y-b)dy /-'"  {y-b)r/y 

r(x  —  a)dx  r  (x  —  a)d.r 

^  ^.^  {x  —  aY  +  (Y  —  by  '^ J^.^  (^r  —  ay+(y^—  by 

1         r  {\  —  a)dy  r  (a  —  Xn)dy  1 

\   ./.„  (x-«)-+(,)--"7>7  "^./._^  ("«^^:^oy+~(7^"^'  | 

Si  maintenant  on  effectue  les  intégrations  indiquées,  on  reconnaîtra 


('•^)    { 
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([ue,  clans -la  formule  (12),  la  partie  réelle  du  second  membre  s'éva- 
nouit, et  l'on  trouvera  simplement 

(              .         Y  — /^                       b—Vo                      \—b                       b—y' 
\      aictang;^^ h  arclang;^^ — ^ harctang harclang -— 

/   o  ^      4  _  !  \  —  a  \  —  a  a  —  Xa  a  —  Xt, 


:  v 


-f-  arc  tang  ~ j  +  arc  lang  ;  +  arc  tang  "T  ^"  ~  arc  lang  ^~'^" 

ï  —  o  h — r„  ^  \  —  I)  ^  b — Vo 

pourvu  que  l'on  adopte  les  notations  dont  nous  nous  sommes  toujours 
servis,  et  que  l'on  désigne  par  arctang^  celui  des  arcs,  compris  entre 
les  limites  —  -'  '  +7'  qui  a  pour  tangente  la  variable  x.  Enfin,  comme, 
en  admettant  ces  notations,  on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  x. 


arc  tango:  +  arc  lang  -  ==  - 

X       2 


(^t,  pour  des  valeurs  négatives  de  x. 


arc  lang.r  +  arc  lang  - 


on  conclura  de  l'équation  (i3),  en  supposant  a  renfermé  entre  les 
limites  ^0.  X.  et  b  entre  les  limites  y^.  Y, 

(i4)  A=:2  7rv/^^; 

au  contraire,  on  trouvera,  comme  on  devait  s'y  attendre, 

(i5)  A  — o, 

si  la  quantité  a  est  située  bors  des  limites  .ro,  X,  ou  la  quantité  b  bors 
des  limites  jo»  ^  •  Alors,  en  effet,  les  fonctions  o(x,y),  /(^,  r),  déter- 
minées par  les  formules  (10),  et  par  suite  la  fonction  Y{x,  y),  cessent 
de  prendre  des  valeurs  infinies  entre  les  limites  x  =  Xç^,  ,57  — X; 
j  =  jo»  y  =  Y.  Donc  alors  la  formule  (5)  doit  se  réduire  à  l'équa- 
tion (3). 

Si  la  quantité  a  était  équivalente  à  l'une  des  limites  x^^,  X,  la  quan- 
tité b  restant  comprise  entre  jo  et  Y^  ou  si  la  quantité  b  était  équiva- 
lente à  l'une  des  limites  j„,  Y,  la  quantité  a  demeurant  comprise  entre 


(•8; 
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r,)  et  X,  l'une  des  quatre  premières  intégrales  de  la  formule  (12),  et 
par  suite  la  partie  réelle  de  A,  deviendraient  indéterminées.  Mais,  en 
l'éduisant  les  intégrales  comprises  dans  les  formules  (i  i)  et  (12)  à  leurs 
valeurs  principales,  on  ferait  encore  disparaître  la  partie  réelle  de  A, 
et  l'on  tirerait  de  la  formule  (12) 

(16)  A  =  71;/—^. 

Concevons,  par  exemple,  que  l'on  ait  a  =  X,  et  que  h  soit  renfermé 
entre  les  limites  jo»  Y.  L'intégrale 

i,-\  r' _      O'-^-^Xk        _  r'    dy 

aura  une  valeur  générale  indéterminée  [voiriez  XXIY^  et  XXY^  Leçons 
de  Calcul  infinitésimal).  Mais,  si  l'on  réduit  cette  intégrale  à  sa  valeur 

principale,  c'est-à-dire,  à  /(  .  _  ,  )>  on  tirera  de  la  formule  (12) 


Y  —  h  ^         h  —  -j'o  a  —  Xr.  a  —  .r,,  \     , 

—  ,  arclang — h  arctang- — ■ h  arclang^p r^  h-  arclang-; V  —  !• 

\  \  a  —  Xq  ^  u  —  Xq  ^  y  —  b  ^  b  —  f„  /  ^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  A  =  -\/  — i.  11  est  bon  d'observer  que  la 
valeur  de  A,  fournie  par  l'équation  (18),  deviendrait  nulle  si  la  quan- 
tité h  cessait  d'être  renfermée  entre  les  limites  jo,  \. 

Si  les  quantités  «  et  6  étaient  à  la  fois  équivalentes,  la  première  à 
l'une  des  limites  x\,  X,  la  seconde  à  l'une  des  limites  Vo,  Y,  il  ne  suf- 
firait plus,  pour  faire  disparaître  la  partie  réelle  de  A,  de  réduire  cha- 
cune des  intégrales  comprises  dans  les  formules  (i  i)  et  (12)  à  sa  valeur 
principale.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  en  même 
temps 

(.9)  a  =  X,         6  =  Y, 

et  de  plus  a:-o<X,  /o<  Y.  Alors,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
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mule  (12),  les  deux  intégrales 


(20) 


j  J^,^  (  X  -  «  )^  +  (  r  -or  '-J^,^  r-b' 
J     r  ( ,r  —  a)  dx  r' 

\   /  ^  x:j^zray  +  {\ -  hf  =J^, 


"_df__ 
X  —  a 


deviendront  infinies,  et  leur  différence  indéterminée.  Mais,  si,  dans  les 
formules  (11)  et  (12),  on  remplace  les  limites  supérieures  des  intégrales 
relatives  à  x  et  à  y,  savoir,  X  et  Y  par  les  quantités  a  —  z,  h  —  s,  t  dési- 
gnant un  nombre  infiniment  petit,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  sup- 
pose A  déterminé  par  l'équation 


(21) 


/         \  X  —  a 


V''—  I        Xq  —  a-h  (.V  —  b)  V'—  I 


(/y 


dx, 


;>2) 


^x;:^ 


'  "    dr  r'''        {r—b)dy  /""   "    dx 


rt)  dx 


X  —  a  +  {Y  —  b)  \'  —  1 

la  formule  (12)  se  trouvera  réduite  à 

f-"~-  dj^     r"  ■       {X  - 

X       J^'  —  (f      J,.       {x  —  a)--\-{r,—  by' 

r'"'         {b  —  y,)dx 

/^.^      {x  —  ay--h{b—_uy- 

Si  maintenant,  après  avoir  effectué  les  intégrations  indiquées  dans  la 
formule  (22),  on  suppose  s  =  o,  on  trouvera 


J     I 

""   r'"'         {a~x„)dy 

V      I 

J        {a  —  x^y-h{y  —  by 

(23)  A 

et,  par  consé(|uent, 

(^4) 


arclaiic:^ i-arctanff7 1^/— i 

^  a  —  .r„  '^  b—  y 


V- 


-v'-i- 


On  arrivera  généralement  au  même  résultat,  si,  la  quantité  a  étant 
équivalente  ii  l'une  des  valeurs  ^0»  -^  ^^e  la  variable  x,  et  la  quantité  A 
à  l'une  des  valeurs  jo'  "^^  de  la  variable  r,  on  remplace,  dans  les  for- 
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mules  (il)  et  (12),  la  limite  ^0  «u  ^  des  intégrales  relatives  à  x  par 
a  ±  £,  et  la  limite  /«  o^i  "^^  des  intégrales  relatives  à  y  par  Z;  ±  s. 

Concevons  à  présent  que,  les  fonctions  (^{œ',y),  ■/(^,  j)  étant  déter- 
minées par  les  équations  (9),  on  laisse  au  nombre  entier  m  une  valeur 
quelconque.  On  tirera  de  la  formule  (5) 

[     _  r'' y/^r/K r'' K/^dv 

^''^j     _  r^  d.r  _       _^  r^^ do.  ___ 

puis  on  en  conclura,  en  effectuant  les  intégrations, 

(06)  A  =  o. 

Toutefois  la  valeur  de  A  pourrait  cesser  d'être  nulle,  si  la  quantité  a 
était  équivalente  à  l'une  des  limites.ro,  X,  la  quantité  h  restant  com- 
prise entre  jo  et  X,  ou  si  la  quantité  b  était  équivalente  à  l'une  des 
limites  jo,  \,  la  quantité  a  demeurant  comprise  entre  x^  et  X.  Suppo- 
sons, par  exemple,  a  =  \,  h  étant  renfermé  entre  les  limites  r,,,  V. 
Alors  l'intégrale 

^  '  ^    4  [X  -  « + (7 -  ^)  si^Y'   V v'-^y   4„  ^y -  ^^y" 

deviendra  infinie,  si  m  est  un  nombre  pair,  et  indéterminée,  si  m  est 
un  nombre  impair.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  A  sera  infinie. 
Dans  le  second,  elle  sera  indéterminée;  mais,  pour  la  rendre  nulle,  il 
suffira  de  réduire  les  intégrales  comprises  dans  la  formule  [^.^)  à  leurs 
valeurs  principales.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  autres 
suppositions  précédemment  indiquées.  Dans  cbacune  de  ces  supposi- 
tions, pour  que  la  valeur  de  A,  fournie  par  l'équation  (2")),  s'évanouisse, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  i"  que  le  nombre  m  soit  un  nombre  impair, 
Dp  que  l'on  réduise  les  intégrales  renfermées  dans  le  second  membre 
de  l'équation  à  leurs  valeurs  principales. 

Si  les  quantités  «  et  è  étaient  à  la  fois  équivalentes,  la  première  à 
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l'une  des  limites  x^,  X,  la  seconde  à  l'une  des  limites  y\,  Y,  il  ne  suf- 
firait plus,  pour  faire  disparaître  la  partie  réelle  de  A,  de  réduire  les 
intégrales  comprises  dans  la  formule  (23)  à  leurs  valeurs  principales. 
Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  en  même  temps 

(19)  a  =  \,  b^Y, 

et  de  plus  .x-y<X,  7o<  Y.  Alors,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (2.5),  les  deux  intégrales 

(28) 


i  r ^ =  c 


dx 


deviendront  infinies,  et  leur  différence,  savoir 

/    I    \'"-'  r''     dv r^     dx 

deviendra  infinie,  si  le  nombre  entiers  —  r,  divisé  par  4,  donne  pour 
reste  i,  2  ou  3,  et  indéterminée,  si  m  —  i  est  un  multiple  de  4.  Ajou- 
tons que,  si,  dans  le  dernier  cas,  on  effectue  les  intégrations  relatives 
à  ^  et  à 7,  non  plus  entre  les  limites  x  =  oc^,  x  =  a;  j  ^  Jo»  J  =  ^^ 
mais  entre  les  limites  .r  =  .r„,  x  =  a  —  t;  y  =y^,  y  =  h  —  i,  i  dési- 
gnant un  nombre  infiniment  petit,  la  formule  (25)  sera  remplacée  par 
la  suivante 


sj—  I  dy  r''  '  y/—  I  dy 


3o) 


)      ""^^,„      [(V  -  f^ )  v/=^ J'"      ^xo      1^0- a  +  (V  -  b)  y/-  .  J 

j      r''   ^-^       r"  ' ^.^^     


de  laquelle,  en  posant  après  les  intégrations  s  =  o,  on  tirera  encore 

(26)  A-o. 

On  arriverait  généralement  au  même  résultat,  si,  la  quantité  a  étant 
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rrduite  à  l'une  des  valeurs  x^,,  X  de  la  variable  r,  la  quantité  />  à  l'une 
des  valeurs  jo,  Y  de  la  variable  j,  et  le  nombre  m  —  i  à  un  multiple 
de  4.  on  remplaçait,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (2'j),  la 
limite  .r^  ou  X  des  intégrales  relatives  à  r  par  a±  z,  et  la  limite  Vo  ou 
Y  des  intégrales  relatives  à  j  par  b  ±  e. 

Kn  résumant  tout  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  relativement  aux  valeurs 
de  A  déterminées  par  les  équations  (i  i)  et  (25),  on  obtient  immédiate- 
ment les  deux  théorèmes  que  nous  allons  énoncer  : 

Thkorkme  l.  —  Soient  a  y  h  deux  quanlitès  réelles;  .r„,  X  (leur  luniles 
réelles  de  la  variable  x\  r^,  Y  deux  limites  réelles  de  la  variable  y;  el  A 
une  expression  imaginaire  dont  la  valeur  soit  fixée  par  l'équation 


(M) 


{y  —  l)  )  \l —  1        jcq  —  a  -\-  {y  —  h  )  \  —  1 
I  I 


dy 


-\- {\  —  b)\r~i       jc'  —  a  +  {yQ—  b)\'—i 


On  aura 


o, 


si  la  quantité  a  est  située  hors  des  limites  x^^,  X,  ou  la  quantité  b  hors  des 
limites  y (^y  Y.  On  trouvera,  au  contraire, 


A  =  2-v/- 


I , 


si  l  on  suppose  à  la  fois  la  quantité  a  renfermée  entra  les  limites  .r„,  X  et  lu 
quantité  b  entre  les  limites  y ^,  Y.  Be  plus,  si,  dans  la  dernière  hypothèse, 
V une  des  différences 

\  —  a,     a  —  Xo  ;  ^  -  ■  b,     b  —  )(, 

devient  précisément  égale  à  zéro,  on  aura  simplement 

A  =  7:  \f—  I , 

pourvu  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i  ij,  on  réduise  l  inté- 
grale qui  deviendra  indéterminée  à  sa  valeur  principale .  Enfin,  si  deur  des 

OEiwres  de  C.  —  S.  H.  t    M.  l(3 
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diffcrences 

X  —  a,     a  —  j'o  ;  Y  —  b,     h  —  )  „ 

s'ch'anouisscnt  simiiltcnichnent,  on  aura 

.         T.    : ■ 

-^  =  -  V  —  '  » 

pourvu  (fuc,  dans  le  second  membre  de  la  fonnule  (ii),  on  remplace  la 
limite  x^^  ou  X  de  l' intégrale  relative  à  x  par  «  =t  £,  la  limite  y ^^  ou  Y  de 
l'intégrale  relative  à  y  par  h  ±  i,  et  le  nond)re  z  par  zéro  après  les  intégra- 
tions effectuées. 

TiiKOUKME  II.  —  Soient  toujours  a,  h  deux  quantités  réelles  ;  x^,  X  deux 
limites  réelles  de  la  variable  x ;  et  y^,  Y  deux  limites  réelles  de  la  variable  y. 
Soient,  en  outre,  m  un  nombre  entier  quelconque,  et  A  une  expression  ima- 
ginaire dont  la  valeur  se  déduise  de  l'équation 

\/ — I  dy  f  \f—i  dy 


lA^r v^-^<>^     -  -T 


[.ro  — «4-  (,}•—  ^)v 


J  f^  dx  r^ 


(yo-O)s/- 


On  aura 

A=o, 

si  aucune  des  différences 

\  —  a,     a  —  Xfy;         Y  —  b,     b  —  )'o 

ne  devient  égale  à  zéro.  Si  l'une  de  ces  différences  s'évanouit,  A  prendra 
une  valeur  infinie  ou  indéterminée,  suivant  que  m  sera  un  nojnbre  pair  ou 
un  nombre  impair;  et,  dans  le  dernier  cas ,  on  pourra  faire  évanouir  \,  en 
réduisant,  dcms  le  second  membre  de  la  fimnule  (2:")),  l'intégrale  qui 
deviendiu  indéterminée  à  sa  valeur  principale.  Enfin,  si  deux  des  diffé- 
rences 

X  —  r?,     a  —  a'o  ;         V  —  />,     t)  —  )■„ 

s  évaiundssent  simultanément,  A  prendra  une  valeur  infinie  ou  indéter- 
minée, suivant  que  le  nombr'e  m  —  i  sera  ou  ne  sera  pas  divisible  par  l\,  et. 
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dans  le  dernier  cas,  on  pourra  encore  faire  évanouir  A  en  remplaçant  la 
limite  .^o  ^-'^  ^  des  intégrales  relatives  à  x  par  a±  t,  la  limite  Yq  ou  Y  des 
intégrales  relatives  à  y  par  h  ±:  s,  et  le  nondfre  s  par  zéro  après  les  inté- 
grations elfectuées.  • 

Si  l'on  suppose  que,  des  quatre  quantités  it'o,  Jo»  ^^.  V,  les  deux  ju'e- 
inii'i'es  soient  négatives  et  les  deux  dernières  positives,  alors,  eu  posant 
a  =  <),  h  =  (),  dans  les  théorèmes  1  et  II,  on  en  tirera 

(  j-~.  rV ^_ ^-_V^'- 

\           J^^    \x  +  \  sj—  I        ^  +  ,Vo  V  —  I / 
i  r'"       s^^idy '_  r'        y/^ dy 

1       r^         dr  r^  dx  _ 


eu 


(3.) 


SUR  DIVERSES   RELAÏI(3NS 


QUI    EXISTENT 


EMRE  LES  RÉSIDUS  DES  FONCTIONS 


LES  INTÉGRALES  DÉFINIES, 


Soit  /(r)  une  fonction  donnée  de  x.  Si  l'on  pose 

la  fonction  vi[x)  [r^oir  la  page  34)  conservera,  en  général,  nne  valeur  finie 
pour  toutes  les  valeurs  finies,  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  .r. 
Par  suite,  si  Ton  intègre,  par  rapport  aux  variables  x  et  y,  les  deux 
membres  de  l'équation  identique 

,    .  d  T^ix -^  y  \J —\)         I dm^x -\-  y\l—\) 

^    '  ôy  *  Ox 

entre  les  limites  x  =  Xo,  .x-  =  X;  y  =  jo»  /  =  Y,  on  trouvera 


(3) 


i     /      [c7  (  .r  H-  Y  V'  —  I  j  —  ^  (  ■^"  +  „>'o  V  —  '  )]  '^■^' 

puis,  en  remettant  pour  cj(.r)  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1),  on  aura 

f      -  f  [./■(  ^'  +  Y  v/=T)  -  /( ^0  +  y  V ^^)J  ^^.^^  ---  ^, 
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la  valeur  de  A  étant 


I  A=.^((/(.)))    ^-\C  (^ 


(;>)     ^ 


-f    ( ^- 


I 


r/»- 


a-  —  .3  4-,)'o  \'— ', 


—     dr 


Soit  maintenant  :;  =  <2  +  />  v  —  i  une  quelconque  des  valeui's  de  =  pio- 
pres  à  vérifier  l'équation 


(<>: 


./■(--) 


o; 


et  supposons  que  cette  équation  n'ait  pas  de  racines  égales,  dont  la 
valeur  commune  soit  «  +  />\  —  i.  En  vertu  du  théorème  I  de  la  page  121, 
la  valeur  de  la  dilTérence 


(7) 


1  ^j: 


\ 


'J-r.      \  'f  -3   +   1    V/—  I 


/.  ^ 


.V  —-  z  +  .ro\  —  I 


dv 


d.r, 


correspondante  à  z-  =  a  -i-  b\'  —  iy  se  réduira  simplement  à  zéro,  si  la 
quantité  a  est  située  hors  des  limites  x^,  X,  ou  la  quantité  h  hors  des 
limites  7o»  Y;  et  à  277 y/—  r,  si  les  quantités  a,  h  restent  comprises,  la 
première  entre  x\  et  X,  la  seconde  entre  jo  et  Y,  sans  vérifier  aucune 
des  conditions 


(8) 
(9) 


Cl  — -  Xq, 


Donc,  si  l'équation  (G)  n'a  point  de  racines  égales,  ni  de  racines  dans 
lesquelles  la  partie  réelle  coïncide  avec  l'une  des  limites  x^,  X,  ou  le 
coefficient  de  \/— '  ^^vec  l'une  des  limites  Vo,  Y,  on  pourra,  dans  le 
second  membre  de  la  formule  (5),  remplacer  généralement  l'expres- 
sion (7)  par  277  \/—  '»  pourvu  que  l'on  écrive  à  droite  et  à  gauche  de  la 
caractéristique  ^f ,  comme  on  l'a  déjà  fait  à  la  page  28,  les  quantités 
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■Vo,  ^»  Vo»  Y,  afin  de  resserrer  le  résidu  intégral  entre  les  limites  con- 
venables. On  aura  donc  alors 

■>'o         ,1 0 

et,  par  suite,  l'équation  (4)  donnera 


(M)  <       ~f   [/(..r  +Yv-0-/(-^-  +,ro\^-OJ^^-^ 


X        Y 


Concevons  maintenant  que  z  =  a  ^  b^  —  \ ,  étant  une  des  racines  iné- 
gales de  l'équation  (G),  vérifie  l'une  des  conditions  (8)  ou  l'une  des 
conditions  (9).  Les  formules  (4)  et  (5)  continueront  de  subsister,  si, 
dans  cbacune  d'elles,  on  réduit  l'intégrale  indéterminée  à  sa  valeur 
principale.  De  plus,  en  vertu  du  tliéorème  déjà  rappelé,  la  valeur  de 
l'expression  (7),  correspondante  à  z  =  a-^hsl—i,  sera  zéro,  si  la 
quantité  a  est  située  hors  des  limites  x^^,  X,  ou  la  quantité  h  hors  des 
limites  j\.  Y,  et  -y/^  dans  le  cas  contraire.  Donc,  lorsque  la  racine 
z  =  a  -hhs  —  i  vérifie  l'une  des  conditions  (8)  ou  (<)),  l'expression  (7) 
prend  toujours  la  moitié  de  la  valeur  qu'elle  aurait  dans  le  cas  con- 
traire. D'ailleurs  nous  avons  remarqué  (page  29)  que,  dans  le  résidu 
intégral 

(12)  V  ((/(.))), 

le  résidu  partiel  relatif  à  une  semblable  racine  doit  être  pareillement 
réduit  à  la  moitié  de  sa  valeur.  Donc,  si  l'équation  (6)  admet  des 
racines  de  cette  espèce,  la  formule  (11)  continuera  de  subsister,  pourvu 
que  l'on  y  réduise  l'intégrale  qui  deviendra  indéterminée  à  sa  valeur 
principale. 

Concevons  encore   que   la  valeur  z  —  a  +  h^~iy  étant    une  des 
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racines  inégales  de  l'équation  (G),  vérifie  tout  à  la  fois  l'une  des  con- 
ditions (8)  et  l'une  des  conditions  (9).  Les  intégrales  comprises  dans 
les  formules  (4)  6t  (5)  deviendront  infinies.  De  plus,  ces  formules 
continueront  de  subsister,  si  l'on  remplace  la  limite  x^  ou  X  de  l'inté- 
grale relative  à  x  par  «  ±  s,  la  limite  Vq  ou  Y  de  l'intégrale  relative  à 
y  par  bdz  s,  et  le  nombre  s  par  zéro  après  les  intégrations  effectuées. 
Ajoutons  qu'en  vertu  du  tbéorème  déjà  rappelé,  la  valeur  de  l'expres- 
sion (7),  correspondante  à  z^a  +  b\J-—\,  se  réduira  simplement  à 

-y/—  I,  c'est-à-dire,  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  recevrait  si  les  quan- 
tités a,  h  demeuraient  comprises,  la  première  entre  ^-q  et  X,  la  seconde 
entre  jo  et  Y.  Or  nous  avons  remarqué  (page  29)  que,  dans  l'expres- 
sion (ra),  le  résidu  partiel  relatif  à  une  racine  de  ré(|uation  (G)  devait 
être  précisément  réduit  au  quart  de  sa  valeur,  lors({ue,  dans  cette 
racine,  la  partie  réelle  coïncidait  avec  une  des  limites  x^,  X,  et  le 
coefficient  de  \J  —  i  avec  une  des  limites  Vj,,  Y.  Donc,  si  l'équation  (G) 
admet  des  racines  de  cette  espèce,  la  formule  (11)  continuera  de  sub- 
sister, pourvu  que  les  limites  des  intégrales  relatives  à  x  et  à/  subis- 
sent les  modifications  ci-dessus  indiquées.  11  est  d'ailleurs  facile  de 
s'assurer  que,  pour  obtenir  le  résultat  auquel  ces  modifications  con- 
duisent, il  suffît  de  rapprocher  l'une  de  l'autre  les  deux  limites  de 
chaque  intégration,  en  diminuant  ou  augmentant  chacune  de  ces 
limites  de  la  quantité  infiniment  petite  s,  puis  de  faire,  après  les  inté- 
grations effectuées,  z  =  o. 

La  formule  (11),  établie  comme  on  vient  de  le  dire,  suppose  évidem- 
ment que  la  fonction  /(x  -h  y\—'i)  conserve  une  valeur  unique  et 
déterminée,  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x-, 
y  comprises  entre  les  limites  x  =  x^,  x  =  X;  y^^y^,  y  =  \.  Cela 
posé,  en  résumant  ce  qui  précède,  on  obtiendra  immédiatement  le 
théorème  que  nous  allons  énoncer: 

Théorème  ï.  —  Soient  x,y  (leur  variables  réelles,  et  z  ^  x  +  y  \] — i 
une  variable  imaginaire .  Soient  (V ailleurs  x^,  X  deux  limites  réelles  de  la 
variable  x\  Vo,  Y  deux  limites  réelles  de  la  vaiiable  r;  et  f{z)  une  fonc- 
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/ion  réelle  ou  imaginaire  de  z,  qui  eonsen^e  une  valeur  unique  et  déterminée 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  comprises  entie  les  limites  x  =  x^, 
r  =  X  ;  r  =  y^,  y  =  Y.  Si  l'équation 

^«)  7<V,-" 

//  a  pas  de  racines  égales,  on  aura,  en  général, 

["^-'j      |/(X+rv/-i)-/(.r„  +  ^r  ^^-^)\dy 

AjoiLtons  que  si,  dans  la  formule  (ii),  /'«//e  des  deux  intégrales  devient 
indéterminée,  il  faudra  la  réduire  à  sa  valeur  principale  ;  et  que,  si  elles 
deviennent  toutes  deux  infinies,  on  devra  rapprocher  Vune  de  Vautre  les 
limites  de  chaque  intégrale,  en  faisant  croître  ou  déctmtre  ces  limites  de  la 
quantité  infiniment  petite  s,  et  supposer,  après  les  intégrations  effectuées. 

Supposons  inaiiUenant  que  l'équation  (G)  ait  plusieurs  racines 
égales,  dont  la  valeur  commune  soit  z^=:  a  -h  h  v  —  i ,  et  désignons  par 
///  le  nombre  de  ces  racines.  Il  est  clair  que  le  résidu  de 

(  1 3  ) ? 


relatif  à  la  valeur  a  +  h\J-~i  de  la  variable  z-,  sera  le  même  que  celui 
de  la  diiïérence 


\x  —  a  —  b\  —  I  ;    (  .z'  —  z) 
—  a  —  lj\  —  i  {.V  —  a  —  b^'—i)'  [x  —  Cl  —  b\l— \)"' 


(■ 


z^y/-.; 
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et  par  conséquent  égal  à 

(.4) ^^7=  +  / ^^^-7---"      -^ ~ 

je  —  a  —  o\'  —  I        [x  —  a  —  b\J- 

si  Ton  représente  par 

(•5)        A,,  A„ 

les  résidus  des  fonctions 

(•6)     /(3),    (^_«_/vv'~)/(^), 
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A, 


,     [,^a-hs^-.r-'f{^z), 


relatifs  à  la  valeur  dont  il  s'agit.  Par  suite,  dans  le  résidu  intégral  qui 
forme  le  second  membre  de  l'équation  (5),  la  partie  relative  à 


sera 

(17)  Ai^i  +  Aj^j +  ..,-+- A, 

pourvu  que  l'on  fasse  généralement 


(   -/ 


[•^o- 


I 

\.v~a-A-{\-b)sl~xf'  ~  \x 


.==-.    [dv 


0-„-^)v'-.J"M 


Cela  posé,  concevons  d'abord  que  la  (juantité  a  ait  une  valeur  distincte 
de  chacune  des  limites  œ^,  X,  et  la  quantité  b  une  valeur  distincte  de 
chacune  des  limites  j„,  Y.  En  vertu  du  théorème  II  de  la  page  122,  .v.,, 
.Ç3,  . ..,  ^;„  s'évanouiront.  Quant  à  la  valeur  de  s,,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  l'expression  (7),  elle  sera  toujours  déterminée  par  le  théo- 
rème I  (p.  121).  Donc  la  formule  (11)  continuera  de  subsister  comme 
dans  le  cas  où  l'équation  ((3)  n'avait  que  des  racines  inégales. 

Admettons,  en  second  lieu,  que  les  quantités  a,  h  vérifient  l'une  des 
équations  (8)  ou  (9).  Alors,  en  vertu  du  théorème  II  (p.  122),  s.,,  s., 
Sf,,  . . .  acquerront  des  valeurs  infinies,  et  5.^,5^,  s-,,  ...  des  valeurs  indé- 
terminées, que  l'on  pourra  faire  évanouir  en  réduisant  chacune  des  indé- 

OEiivres  de  C.  —  S.  II,  t.  VI.  17 
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(crminées  à  sa  valeur  principale.  Donc,  pour  que  le  polynôme  {t'j)  se 
réduise  à  son  premier  terme  A,.?,,  il  sera  nécessaire  :  i*"  que  le  second, 
le  quatrième,  le  sixième, ...  termesdisparaissent,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

('9)  A,=ro,         Ai=o,         Afi^o,  ...; 

2"  que  l'on  réduise  les  intégrales  indéterminées  à  leurs  valeurs  prin- 
cipales. Si  ces  deux  espèces  de  conditions  sont  remplies,  la  formule  (i  i) 
continuera  de  subsister. 

Admettons  enfin  que  les  quantités  a,  b  vérifient  tout  à  la  fois  l'une 
des  équations  (8)  et  l'une  des  équations  (9).  Alors,  en  vertu  du  théo- 
rème II  (p.  122),  ^2,  ■y.t,  •y,;  s^,s^,s^\  ^,0, . . .  acquerront  des  valeurs  infi- 
nies, et  ^,,  ^3,  i-.j,  ...  des  valeurs  indéterminées,  que  l'on  pourra  faire 
évanouir  en  remplaçant  la  limite  x^^  ou  X  des  intégrales  relatives  à  a? 
par  a  ±  s,  la  limite  y^  ou  Y  des  intégrales  relatives  à  j  par  h  ±  t,  et  le 
nombre  s  par  zéro  après  les  intégrations  effectuées.  Donc,  pour  que  le 
polynôme  (17)  se  réduise  à  son  premier  terme,  il  sera  nécessaire; 
i"  que  l'on  ait 

(20)    A,  =  o,     A3  =  o,     A^^o;       A6  =  o,     A^^o,     A8  =  o;       A,o  — o,      ...; 

2"  que  les  limites  des  diverses  intégrales  soient  modifiées  comme  on 
vient  de  le  dire.  Si  ces  deux  espèces  de  conditions  sont  remplies,  la 
formule  (11)  continuera  de  subsister. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  si,  en  supposant,  dans  la  formule  (18), 
le  nombre  n  plus  grand  que  l'unité,  on  substitue,  aux  limites  de  l'irité- 
grale  relative  à  ^  ou  à  y,  les  limites  plus  rapprochées  qu'on  obtient 
en  augmentant  ou  diminuant  ^r^,  X,^,,  et  Y  de  la  quantité  infininient 
petite  £,•  la  valeur  de  s,,,  correspondante  aux  valeurs  principales  des 
deux  intégrales,  et  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
3  ne  renfermera  jamais  de  termes  finis,  mais  seulement  des  termes 
infiniment  petits  proportionnels  à  s,  à  s-,  à  £^  ...,  et  de  plus,  quand 

elle  deviendra  infinie,  un  terme  proportionnel  à  -^-  Donc,  si  l'on  ré- 

(luit  les  intégrales  comprises  dans  les  formules  (4)  et  (5)  à  leurs  valeurs 
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principales,  et  les  limites  de  ces  intégrales  à  des  limites  plus  rappro- 
chées, respectivement  équivalentes  aux  quantités  jc^,  X,  Vy,  Y  aui^- 
mentées  ou  diminuées  de  z,  la  valeur  de  A,  développée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  s,  aura  pour  terme  tini  la  somme  des  pro- 
duits de  la  forme  A,5<,  c'est-à-dire  le  produit 

(21)  27rv/=T  V\(/(-))). 

•>"o     yo 

Par  suite,  si  l'on  fait  évanouir  s,  A  ne  pourra  conserver  une  valeur  finie 
qu'autant  qu'il  se  réduira  au  produit  (21).  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

TiiKOuÈMi:  II.   —    Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  /. 
.S7  la  différence 


(22) 


< 


consente  une  valeur  finie  et  déterminée,  dans  le  cas  où  l'on  remplace  les 
intégrales  quelle  renferme  par  leurs  valeurs  principales,  les  limites  de  ces 
intégrales  par  des  limites  plus  rapprochées,  respectivement  équivalentes  aux 
quantités  x^,  \,y^,  Y  augmentées  ou  diminuées  de  s,  et  le  nombre  e  pai 
zéro,  après  les  intégrations  effectuées,  la  valeur  finie  de  la  différence  (22) 
sera  précisément 

En  d'autres  termes,  lafiyrnude  {^\\)  se  trouvera  vérifiée. 

Ce  nouveau  théorème  ne  suppose  pas,  comme  le  premier,  que  l'é- 
quation (G)  admette  seulement  des  racines  inégales. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  Xç^<^\  et  y,, <C  ^''  Jilors,  en 
<lésignant  par  s  un  nonihre   infiniment  petit,  on  aura,  en  vertu  du 
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théorèmo  II, 

[  V' =^  /'      [/(  X  +  y  v/=T )  -/(  ^0  +  y  s/~  )]  df 
(^3)  {        _r     "[/(.r+Yv/~)-/(x+Vov/=^)]^^.r 

pourvu  que  le  premier  membre  de  la  formule  (28)  ait  une  valeur  finie, 
et  que  l'on  réduise  les  intégrales  comprises  dans  ce  premier  membre 
à  leurs  valeurs  principales. 

Jl  nous  reste  à  montrer  quelques  applications  des  formules  (11) 

,•1(23). 

D'abord,  si  l'on  pose,  dans  la  formule  (11), 

a-Q— o,  \  =  a,         Jo=«>         Yr=/-, 

OU  bien 

,ro  —  —  r/,  X  =  o,  jo  =0,  Y  =  h, 

OU  enfin 

x„—  —  a,         \  =  a,         Jo==  <^>>         Y  =  ^, 

(t  (;t  b  désignant  deux  quantités  réelles,  on  obtiendra  successivement 
les  trois  équations 

-=v-'/   [/(«  +  M~)-/(.rv/-0]^j-27r  ^.  ((/(^-)))v/-'. 


(r^8) 


ENTRE  LES  RÉSIDUS  DES  FONCTIONS,  ETC.  133 

dans  lesquelles  les  intégrales   indéterminées   doivent   toujours   être 
réduites  à  leurs  valeurs  principales. 
Soient  encore 

Si  l'équation  (G)  n'a  point  de  racine  équivalente  à  l'une  des  expres- 
sions imaginaires 

(27)  a  +  a\-  -  1,     rt-f-^v'— I,     h  -\-  a\'—  ly     b-\-b\^—\, 

on  tirera  immédiatement  de  la  formule  (ii),  en  remplaçant  la  Icltre  y 
par  la  lettre  x, 

pi-  

'-  a 

I,         b 


\  «        Il 


Si,  au  contraire,  on  compte  au  nombre  des  racines  de  l'équation  ((>) 
une  ou  plusieurs  des  expressions  (27),  on  tirera  du  théorème  II,  ou  de 
l'équation  (23) 

/.^-î  .  

"  Il  —  î 

=  -27:  V  ((/(.-)  ))v'^, 

Il       II 

puis,  en  réduisant  s  à  zéro,  on  reproduira  la  formule  (28).  En  consé- 
quence, on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  On  a  généralement 

P'>  __         

(•^8)  '  ^  " 

/  ^-^^T."l'  {{f{z)))^'~X, 

\  Il       II 

pourvu  que  l'on  réduise  r intégrale  relative  à  œ  à  sa  valeur piincipalc . 
Supposons  maintenant  que  la  fonction /(.r -h  y  y—  ')  s'évanouisse 
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poui-  .r  =  ±  ce  ,  quel  que  soit  v.  Alors,  si  l'on  prend 

a-^—  —  a:>,  X  =  ce  ,  Vo— «,  Y  r=  ^>, 

l'intégrale  relative  à  y  s'évanouira  dans  la  formule  (i  i),  et  l'on  se  trou- 
vera eonduit  au  nouveau  lliéorëme  que  nous  allons  énoncer. 

* 

ruKORÈME  IV.  —  Si  la  fonction  f [oc  +  y  y/—  i)  s  évanouit  pour  x  =  d=  oc  , 

(jucl  que  soit  y,  on  aura  généralement 

(29)  /      \f{.r  +  b^'^v)-f{x-^as/~i)]dx=^-~iT.     '^l!'  {{/{^■)))\.^~, 

*   —  «  -  X        a 

pourvu  (pic  Vinlégralc  relative  à  x  soit  réduite  à  sa  valeur  principale. 
On  établira,  sans  plus  de  difficulté,  la  proposition  suivante  : 

Thkorkme  \ .  —  Si  la  fonction  f{x  +  y  \l  —  1)  s'évanouit  pour  y  —  d=  x  , 
(picl  que  soit  x,  on  aura  généralement 

(30)  T'  |/(^+^rv/-i)~~/(^+ rv~Tj]<r.=  27:  V    ((/(.))), 
j  II     -  00 

pourvu  que  r  intégrale  relative  à  y  soit  réduite  à  sa  valeur  pnncipale. 

(Concevons  à  présent  que  la  fonelion /(^  4- v  y  —  0  s'évanouisse  : 
i"  pour  ,r  =  ±  30  ,  quel  que  soit  j;  2"  pour  j  =  co  ,  quel  (|uc  soit  x\ 
et  soit  cf  la  limite  vers  laquelle  converge  le  produit 

(3.)  (•r  +  rv~7"(>^-!-Jv/^^) 

pour  des  valeurs  croissantes  de  >';  alors,  en  désignant  par  h  un  très 
grand  nombre,  on  aura  sensiblement 

( X  -V-  h  \[^ )  f  (  r  -h  h  v'^)  =  'T%         f[-r+b  sj'^i 

X 

V" 


.r  H-  />  v'  —  I 

/    f[x-\-h V  —  I  ) dx zzz, -T  /    -__ :=  .f  /   -,, — — ,  — l' v^—  I  /    -.—  ,- 


-^riv/—  '» 
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puis,  en  réduisant  chaque  intégrale  à  sa  valeur  principale, 


135 


/: 


f[jc  -I-  b  \  —  I  )  dx  =  —  TT'T  y/  -  I . 


Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (ïîç)),  en  attribuant  à  la  (juantité  ^/ 
une  valeur  nulle,  et  à  la  quantité  b  une  très  grande  valeur. 


(32) 


Lj^^"" 


)  djC^:z  2  7:  v'^  -  • 


=  ^'  0  2 


En  supposant,  dans  l'équation  (Sa),  la  constante  .f  réduite  à  zéro,  on 
établira  le  théorème  suivant  : 

Thkokèmi:  m.  —  Si  la  fonction  J  [x -[- y  \j  —  i)  s'évanouit  :  V  pour 
a-  =  ±  zc  ,  quel  que  soit  y;  2°  pour  y  —  ce  ,  quel  que  soit  x,  on  aura  géné- 
ralement 


(33) 


r    /(.r)r/^.  =  27r    ^ [^  {UV-)))  ^ -  ^ . 


pouivu  que  l'intégrale  soit  réduite  à  sa  valeur  principale ,  et  que  le  produit 

{p^  -^  y\l  —  I  )y*(^"  -y-  y  s  —  0  s  évanouisse  avec  la  fonction  f{x  -f-  y\  —  i  ) , 
en  vertu  de  la  supposition  y  =:  yo  . 

On  pourrait  aisément  revenir  du  théorème  VI  à  la  formule  (32\  En 
effet,  si  la  supposition  y  =  x)  réduit  le  produit  (3i},  non  plus  à  zéro, 
mais  à  une  quantité  finie  .7,  la  même  supposition  fera  évanouir  le  pi'o- 
tluit 


(•r +/y''— I 


/(•^•+jV--i)- 


r  -f- J'V  —  '  I 


^^•+j'v-')/C^'+.''V'-0-'^ 


On  aura  donc,  en  vertu  du  théori'me  VI, 


/ 


/(^•)-- 


dx=^,7:       \  /(,)___     U/„,, 


puis,  en  réduisant  chaque  intégrale  à  sa  valeur  principale,  et  rempla- 
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rant,  en  conséquence,  l'intégrale 

par  zéro,  on  trouvera 

(34)  /\/-(^)^^^  =  2^_^i^"((A^^)-^))v'^- 

Comme  on  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  résidus 
(?W/-  les  pages  23  et  suivantes) 

il  est  clair  que  la  formule  (34)  reproduira  l'équation  (32). 

En  supposant,  dans  les  équations  (24)  et  (2j),  «  =  ce  ,  puis,  appli- 
(juant  à  ces  équations  les  raisonnements  par  lesquels  nous  avons  déduit 
le  théorème  Yl  de  la  formule  (29),  on  sera  immédiatement  conduit  à 
deux  propositions  nouvelles,  que  nous  allons  énoncer: 

THi:ouÈME  VII.  -  Sila  fonction /{.T  ^  Y  \/^)  sévanouh  :  i''  pour 
r  =  ce  ,  quel  que  soit  y;  2""  pour  y  =  ce  ,  quelque  soit  r,  on  aura 


(35) 


Ja  '^0  0  0 


pourvu  que  chaque  intégrale  soit  réduite  à  sa  valeur  prùicipale,  et  que  le 
produit  (3i)  sémnouisse  avec  la  fonction /{x -{- Y  \' -  i)  en  vertu  de  la 
supposition  j  =  =c  . 

TiiÉORÈMK  YIII.  -    Si  la  fonction  J  (oc- -i- y  ^^^i)  s  évanouit  :  i^  pour 
.r  =  —  ^  ,  quel  que  soit  y  ;  2"  pour  y  =  ce  ,  quel  que  soit  x,  on  aura 

(36)    f  f{.v)d.v^-s^^l   f{r^^—i)dy  +  2T._ll\n^-)))\^, 

pounu  que  chaque  intégrale  soit  réduite  à  sa  valeur  piincipale,  et  que  le 
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produit  (3j)  s  évanouisse  avec  la  fonction /(œ  ■+- y  sj ~  i)  en  vertu  de  la 
supposition  y  r=  co  . 

Lorsque  les  formules  (3j)  et  (36)  subsistent  simultanément,  en  les 
ajoutant  l'une  à  l'autre,  on  reproduit  l'équation  (33).  De  plus,  si,  dans 
la  formule  (35),  on  remplace  la  lettre  y  par  la  lettre  œ,  on  obtiendra 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  IX.  —  Si  la  fonction /(x -h  y  yj  —  i)  s'évanouit:  i"  pou/ 
•x'  =  ao  ,  quel  que  soit  y;  i^  pour  y  =  co  ,  quel  que  soit  x,  on  aura 

(37)  r    \f{^x•)-\'^Kf[^^^)^d.r^o.T.'^r^^f[,)))s|~^, 

«^0  0         0 

pourvu  que  Vinlè'^rale  soit  rédidle  à  sa  râleur  principale,  et  (pie  le  pro- 
duit (3[)  s' évanouisse  avec  la  fonction  f{x  4-  y  \j ~-  i)  en  i^ertu  de  la  sup- 
position y  =  oo  . 

Comme  on  peut  déduire  l'équation  (37)  de  la  formule  (-^8),  en  pre- 
nant a  =  o,  />  =  co  ,  il  est  clair  que  cette  équation  subsiste  dans  le  cas 
même  où  la  fonction/(^)  devient  infinie  pour  ^  =  o. 

On  pourrait  présenter  les  diverses  équations  que  nous  venons  d'éla- 
blir  sous  différentes  formes  distinctes  les  unes  des  autres.  Ainsi,  par 
exemple,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  l'équation  (33)  peut  être  rem- 
placée par  l'une  des  suivantes  : 

(:«)  r' ./■(..) +./(-.^^^^^   -r(,y(,)„,/=T, 


(3;)) 


r'.r[/U)+/(-.0]+i.[/(;i.)+/(- 


^-_^7:  '^r{ij\z)))^izr, 

je  ._  œ  ^~^  0 


On  déduirait  aisément  des  formules  qui  précèdent  les  valeurs  de 
presque  toutes  les  intégrales  définies  connues,  et  d'un  grand  nombre 
d'autres,  spécialement  de  celles  que  nous  avons  considérées  dans  le 
Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires 
(pages  Gi  et  suivantes).  Ainsi,  par  exemple,  on  tirera  immédiatement 
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de  la  formule  (38),  en  désignant  par  f{x)  une  nouvelle  fonction  de  x, 
et  par  rune  constante  positive, 

I 


f(.r)  — f(— .r)     xdv  »p«//^f(^) 


V- 


D'ailleurs,  si  la  fonction  f{x  +  JV'—  0  "6  devient  pas  infinie  pour  des 
valeurs  positives  de  y,  on  aura,  en  vertu  des  principes  du  Calcul  des 
l'ésidus  [voiries  p.  23  et  suivantes)  : 


^m'^Mm-^^' 


=^ 0  VV  ^^  +  '-V/     <-  (^  +  /•  v'- 1  )  ((  ^  -  /V- 0)       2  v/- 1 


On  trouvera  donc  définitivement 

(.'.0)  /"^'■'■'-Iir->^  =  ff(o), 

/ ■ —1, r,  =  -i[rU—i 


Cm) 


./„  oi/_i  X^+/-2  2      ^      ^ 


>v- 


La  formule  (4i)  suppose  seulement  que  la  fonction  f{.x  -h yyj—  i)  con- 
serve une  valeur  finie  :  i"  pour  a:  =  :t  co  ,  quel  que  soit  j;  2"  pour 
y  r=  ce  ,  quel  que  soit  x.  Les  formules  (4o)  et  (42)  supposent  en  outre 
que  ï{x  -+- y  \/  —  1)  s'évanouit  poury  =  ce  .  Si  cette  dernière  condition 
n'était  pas  remplie,  on  devrait  aux  formules  (4o)  et  (4'^)  substituer 
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les  deux  suivantes 

(43)  /-f(^)-f(-^)^^7r  _. 

Jq  2  \J — I  ^    -i-  /  2 

qui  se  déduisent  l'une  et  l'autre  de  l'équation  (32),  et  dans  lesquelles 
.i  désigne  la  valeur  de  f(x  -hysj—  i)  correspondante  à  j  =  oc  . 

Si,  dans  les  formules  (4o),  (4i),  (42),  (43),  (44),  on  remplace  f(.r) 
par  l'une  des  fonctions 

a  et  b  étant  des  quantités  positives,  on  obtiendra  les  équations 
(4'>)  /      s\naa^—^=z-, 

«^0 


X  2 


r^  -+- 1-        2 


(4o)  /      cos«^— -:=-e-'",  /      sina.r 

f      e''''>'''^im{a?>\nbx)—  —  -  (e"— i)  ('), 
0  ^2 

/        /:.«  cas  h  X 

\l 

1     /     Qacas,hx  sin(asin 

Les  formules  (4^^),  qui  ont  été  données  pour  la  première  fois   par 
M.  Laplace,  et  dont  la  seconde  comprend  comme  cas  particulier  l'é- 

(')  Les  valeurs  trouvées  pour  l'intégrale  (48)  et  pour  la  seconde  dos  intégrales  (iy), 
dans  le  Mémoire  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  sont  inconiplèles 
et  doivent  être  remplacées  par  celles  que  nous  donnons  ici.  Cette  erreur  provient  de  ce 
qu'on  avait  employé,  pour  déterminer  les  deux  intégrales  dont  il  s"agit.  les  formules  (.{o) 
et  (42),  au  lieu  des  formules  (43)  et  (44). 


,      .    ,     .     rdx  7ï    ,._,„. 

COs(a  smt>.r)  — r ==  -  e"«      , 

(^9)       \     C   ...  .^    .     ,      .     ,     ,    -rdx  T.  ,         ,,, 

bx)— r=  -  (6-"«-'"  — i), 

j?^-|-  /■-        2 
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(juation  (4^),  sont  elles-mêmes  comprises  dans  la  formule  (47)-  Ajou- 
tons que  cette  dernière  suppose  le  nombre  a  renfermé  entre  les 
limites  o,  2,  et  que,  si  l'on  y  fait  />>  =  o,  r=  i,  on  obtiendra  une  des 
intégrales  les  plus  remarquables  données  par  Euler,  savoir 

(5o)  ^"    -   •      " 


[ 


I   -1-  JL-'- 

.    aiz 

2  sin  — 

2 

Si,  dans  l'équation  (37),  on  remplaçait  successivement  f(.x)  par  les 
deux  fonctions 

yj«Xy/-l  grt  J'y/— 1 


on  en  tirerait 


(5i)  f 


dx 


(02)  /      — ■ -  —  — -e    v^sin-^ 


Nous  développerons  dans  d'autres  articles  les  nombreuses  consé- 
quences des  formules  générales  auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans 
celui-ci;  et  nous  allons  montrer,  en  finissant,  comment,  à  l'aide  de  ces 
formules,  on  peut,  dans  beaucoup  de  cas,  déterminer  le  résidu  intégral 
d'une  fonction  donnée/(::),  c'est-à-dire,  la  somme  de  tous  les  résidus 
qui  correspondent  aux  diverses  racines  de  l'équation  (G). 

Concevons  que  lafonction/(:j)  s'évanouisse  pour  des  valeurs  infinies, 

réelles  ou  imaginaires,  de  la  variable  z,  c'est-à-dire  (jue  la  fonction 

f{,v  +  y  V' —  0  s'évanouisse  :  i*^  lorsqu'on  suppose  j?  =  ±  ao  ;  2°  lors- 

(ju'on  supposey  =  ±  co  ;  et  admettons  d'abord  que,  dans  l'une  et  l'autre 

bypothèse,  le  produit 

(  ^'  +  y  V  —  '  )  /(  -^  +  j  v' —  '  ) 

se  réduise  à  la  constante  rf .  On  aura  sensiblement,  pour  de  tri's  grandes 
valeurs  numériques  de  .r  ou  de  y, 

X  +  / V' —  ^ 
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Donc  alors,  si  l'on  attribue  aux  quantités  x,,  j,,  X,  Y  de  très  grandes 
valeurs  numériques,  en  supposant  œ,  et  jo  négatives,  X  et  Y  positives, 
le  premier  membre  de  la  formule  (i  i)  se  confondra  sensiblement  avec 
la  différence 

3  0 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (Si)  de  la  page  12''),  cette  même  dif- 
férence se  réduit  à  

Donc,  si  l'on  prend 

J?(,  =  —  00  ,  X  =  00  ,  /o  =  —  ^  ,  Y  =:  oc  , 

la  formule  (11)  donnera 

et,  en  divisant  les  deux  membres  par  in^l-  \,  on  obtiendra  réipiation 

(54)  Z^[^^^^'^'^^^^^' 

(jue  l'on  peut  écrire  plus  simplement  comme  il  suit 

(55)  ■  £.((/(--))).=  ^"• 

Si  l'on  a  .f  =  o,  ou,  en  d'autres  termes,  si  le  produit  z.J\z)  s'évanouit 
pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  ::,  l'e- 
(|uation  (55)  deviendra  , 

(56)  ^,((/(^)))  =  «- 

On  pourrait  aisément  revenir  de  la  formule  (56)  à  la  formule  (55). 
En  effet,  lorsque,  pour  des  valeurs  infinies,  réelles  ou  imaginaires,  de  ^, 
le  produit  zf(z)  se  réduit,  non  plus  à  zéro,  mais  à  une  quantité  lime  j, 
il  est  clair  que,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  z,  le  produit 


(h 


1V2  SUR  DIVERSES  RELATIONS   QUI  EXISTENT 

s'évanouit.  On  a  donc  alors,  en  vertu  de  la  formule  (56), 

i,((/(=)-f))  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

La  formule  (55)  cesserait  d'être  exacte,  si  la  valeur  du  produit 

(3i)  (j,+ysj-=-,)f[x-^r^/~,), 

correspondante  à  des  valeurs  infinies,  positives  ou  négatives,  de  la 
variable  x  ou  j,  changeait  avec  le  signe  de  cette  variable.  Alors  il  fau- 
drait à  la  formule  (55)  substituer  l'une  de  celles  que  nous  allons 
indiquer. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que,  la  fonction /(i^)  étant  nulle  pour 
des  valeurs  infinies,  réelles  ou  imaginaires,  de  z,  le  produit  (3i)  se 
réduise  à  la  constante  #,  pour  a?  =  —  co  ,  et  à  la  constante  ^f.y  pour 
.r  =  oc  .  Alors,  en  attribuant  aux  quantités  —  «  et  -+-/->  de  très  grandes 
valeurs  positives,  on  tirera  de  la  formule  (29) 

i  ((/(-)  )) =^-^r(  ■  f%—  — ^^)  d^ 

•1  .'IT.    J-^  \.f-  +  b-        .r^-H  a-  / 

puis,  en  remplaçant  les  intégrales  par  leurs  valeurs  principales. 


(57)  /,((/(~-)))==- 


)',  +  -)'. 


<^' 


Supposons,  en  second  lieu,  que,  la  fonction /(::)  étant  nulle  pour 
des  valeurs  infinies,  réelles  ou  imaginaires,  de  z,  le  produit  (3i)  se 
réduise  à  la  constante  .?' pour  y  = —ce  ,  et  à  la  constante  cf"  pour  7  =  oc  . 
Alors,  en  attribuant  aux  quantités  —  «  et  H- ^  de  très  grandes  valeurs 
positives,  et  remplaçant  les  intégrales  relatives  à  j  par  leurs  valeurs 
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principales,  on  tirera  de  la  formule  (3o) 


(58)  fMA^))) 


ir/. 


<^ 


Si  l'on  avait,  dans  la  formule  (^y),  ^f^,  =  — j",,  ou,  dans  la  for- 
mule (58),  ^"  =  —  3\  on  retrouverait  précisément  l'équation  (  )G).  En 
conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X.  —  Si  la  fonction  f[z)  s' évanouit  pour  des  valeurs  infinies, 
réelles  ou  imaginaires,  de  la  variable  z,  le  résidu  intégral  de  cette  fonction 
sera  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  on  aura 

(56)      ^  ^  ((/(.-)  ))  =  o, 

pourvu  que  le  produit  (oc -h y  \j  —  i)  f(x  +■  y  \j  —  i)  conserve  une  valeur 
f  nie  pour  des  valeurs  infinies,  positives  ou  négatives,  de  l'une  des  variables 
X,  y,  et  qu'il  change  de  signe,  sans  changer  de  valeur  numérique,  dans 
le  cas  où  la  variable  dont  il  s'agit  passe  de  l'infini  positif  à  Vinjini 
négatif 

Ce  théorème,  en  raison  de  sa  généralité  et  des  nombreuses  applica- 
tions qu'on  en  peut  faire,  parait  devoir  mériter  l'attention  des  géo- 
mètres. Si  l'on  remplace  la  fonction /(:;)  par  le  rapport  -:  ,  la  for- 
mule (5G)  donnera 


=  o, 


et  l'on  déduira  facilement  du  théorème  X  une  proposition  nouvelle 
dont  voici  l'énoncé  : 

Tni:oiu:.Mi:  XI.  —   Si  la  fonction  f[z)  consente  une  valeur  finie  pour  des 

valeurs  infinies,  réelles  ou  imaginaires,  de  la  variable  z,  on  aura 

» 

(59)  /(,.)=  ^ItZiilI), 

pourvu  que  la  fonction  f(œ  4-  y  \/—  i)  change  de  signe,  sans  changer  de 
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valeur  numérique,  lorsquon  passera  de  la  supposition  x  =  —  X)  à  la  sup- 
position X  =  zo  ,  ou  bien  de  la  supposition  )^  ^  —  oo   à  la  supposition 

Si  ]a  fonction /(j:-  +  y  \!  —  i)  se  réduisait,  pour  a?  =  —  oo  ,  à  la  con- 
stante Si  et,  pour  ,r  ==  00  ,  à  une  constante  3^2  différente  de  —  .?,,  alors 
il  faudrait  à  la  formule  (Sy)  substituer  l'équation 

(6o)  /(..)-    r  ((/(  =  )))    .    ^<  +  ^< 


<^       ./•   — 


qui  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  (57). 

De  même,  si  la  fonction  /(.r  4-  y  \/—  i)  se  réduisait  pour  y  =  —  ce 
à  la  constante  f ,  et  pour  y  =  ^  à  la  constante  f  différente  d"c  —  .'f' , 
il  faudrait  à  la  formule  (Sg)  substituer  l'équation 

(6,)  ,(,.)=  rll/iill^^-îii^:, 

<|ui  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  (  j8). 

Il  est  important  d'observer  que  les  équations  (54),  (56)  et  (59)  s'ac- 
cordent avec  les  formules  (63),  (64)  et  (5-)  des  pages  35  et  36.  La 
seule  différence  consiste  en  ce  que,  dans  les  formules  dont  il  s'agit, 
on  supposait  la  fonction /(s)  réduite  à  une  fraction  rationnelle. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  l'équation  (Sq)  fournit  le  moyen  de 
décomposer  dans  tous  les  cas  possibles  une  fraction  rationnelle  en  frac- 
tions simples.  On  en  déduit  avec'la  môme  facilité  un  grand  nombre  de 
formules  dont  quelques-unes  étaient  déjà  connues,  par  exemple,  celle 
qui  sert  à  développer  en  série  la  cotangente  de  l'arc  x.  On  tire  en  effet 
de  l'équation  (59) 


P               cos  z  . 

I           I 

-f- 

1                        I 

^{^r-z){{^mz)) 

X        .r  — 

1 

-  r. 

./•  —  2  T.      '     ./•  —  37: 
1                             1 

1 
J-  -t- 

-  T. 

.r  -\-  9.r.        ./■  +  37: 

et  par  suite 

1                       1 

1 

I                    \ 

+    —7, i    +•    ••        • 

X       ■      \Tr*- 

-.r^'    '    [^T:-- 

—  J 

r'- 
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On  trouvera  de  même,  en  supposant  a<^-, 

.,,  cosa^       r  co%nz  i         '^.r/cosa       cos^a      cosSrt 


siiiTra.-       *--■  (.r  —  ;)  ((siriT:-:;))       -./■        r.   \i — x-      4  —  •3?"      9  —  '>^''' 

,,     sina.r ^  siri^:;  2  /  si  11  a         2  sinaa       3  si  11 3 « 

'^     ^h\T.œ      <^' {.X  —  -;)  ((sin?:-:))       tt  \i  —  x^-         4  —  ■^"^         9  — '^'^ 

Lorsqu'on  suppose  précisément  «  =  7:,  l'équation  (G3)  continue  de 
subsister,  tandis  que  la  formule  (64)  devient  inexacte.  Mais  alors,  pour 

développer  la  fonction  -. ;  =  i,  il  faut  employer  ré({ualion  ((h),  au 

fe I  il  tT  •-*^ 

lieu  de  l'équation  (59),  et,  comme  on  a,  dans  ce  cas,  i'=  1,  i"  =  1,  il 

en  résulte  que  le  second  membre  de  la  formule  (64)  doit  être  augmenté 

J'  _i_  j" 
de  la  quantité  —  =  i.  Or,  en  opérant  de  cette  manière,  on  obtient 

effectivement,  à  la  place  de  la  formule  (61),  une  équation  i(leMli(|iie. 
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DÉMONSTRATION 


1)  LX 


THÉORÈME  CURIEUX  SUR  LES  NOMBRES. 


Exirait  du  Bulletin  de  la  Société  philoinathique. 


On  trouve  dans  un  numéro  du  BuUelin  de  la  Société  philoinathique  l'é- 
noncé d'une  propriété  remarquable  des  fractions  ordinaires  observé*' 
j)ar  M.  J.  Fai'ey  : 

dette  propriété  n'est  qu'un  simple  corollaire  d'un  théorème  curieux 
(]ue  je  vais  commencer  par  établir. 

Théorème.  —  SI,  après  avoir  rangé  dans  leur  ordre  de  grandeur  les 
fractions  Irréductibles  dont  le  dénominateur  Ji  excède  pas  un  nombre  entier 
donné,  on  prend  à  volonté,  dans  la  suite  ainsi  formée,  deux  fractions  con- 
sécutives, leurs  dénominateurs  seront  premiers  entre  eux,  et  elles  auront 
pour  différence  une  nouvelle  fraction  dont  le  numérateur  sera  l'unité. 

Démonstration .  —  Soient  t  la  plus  petite  des  deux  fractions  que  l'on 
considère,  et  n  le  nombre  entier  donné.  Soient  de  plus  a  et  b'  les  plus 
grandes  valeurs  entières  que  l'on  puisse  attribuer  aux  variables  x  et  v 
dans  l'équation  indéterminée 

(  I  )  bx  —  a  y  =  I , 

en  supposant  toutefois />< /?.  La  fraction  -  étant  irréductible  par  liy- 
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pothèse,  et  la  valeur  de  //  vérifiant  l'équation 

ba'  —  ah'  =- 1, 

/>  et  b'  seront  nécessairement  premiers  entre  eux,  et  l'on  aura  de  plus 

a'        ^  _     • 

1?  ~~  0'~  Ob'  ' 

\a\  fraction  tt  jouira  donc,  relativement  à  la  fraction  y  des  propriétés 

énoncées  dans  le  théorème;  et,  pour  établir  ce  même  théorème,  il  suf- 
fira de  prouver  que,  parmi  toutes  les  fractions  irréductibles  dont  le 

dénominateur  n'excède  pas  n,  celle  qui  surpasse  immédiatement^  est 

précisément  -p-  On  y  parvient  de  la  nianière  suivante. 

Les  diverses  valeurs  de  j  qui  résolvent  l'équation  (i)  forment  la  pro- 
j^ression  arithmétique 

.  .  . ,        /y  —  'i  b,        //  -   b,        b',        b'  +  b,        b'  +  9.b,        ...  ; 

et,  puisque  b  est  la  plus  grande  de  ces  valeurs  qui  soit  comprise  dans  //, 

on  a  nécessairemcMit 

n  <  b'  +  b. 

Soit  maintenant  ■;  une  fraction  irréductible  et  plus  grande  que  j  prise 

parmi  celles  dont  le  dénominateur  n'excède  pas  //.  Si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

(-0  bf-agr=m, 

on  aura 

/       a         III 

Ainsi,  la  dilférence  des  fractions  ->  ^'  sera  généralement  exprimée  par 

^— ;  et,  si  l'on  donne  à  m  une  valeur  constante  en  laissant  varier  i,', 

cette  différence  aura  la  plus  petite  valeur  possible,  lorsque  g  aura  la 
plus  grande  valeur  possible.  D'ailleurs  les  diverses  valeurs  de  g-  (\vù 
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satisfont  à  l'équation  (2)  sont  évidemment  comprises  dans  la  progres- 
sion arithmétique 

_^        jnh'—ib,       mb'—b,       mb' ,       mb' -\- b,       mb'-^T.b,        ..., 

dont  le  terme  mh'  -^  h,  égal  ou  supérieur  à  //-h  h,  est  par  suite  supé- 
rieur à  n\  et,  comme  xj-  ne  doit  pas  excéder  n,  il  est  clair  qu'il  sera  tout 
au  plus  égal  au  terme  J7ih' ;  d'où  il  suit  que  la  fraction  -^-  ne  pourra 
devenir  inférieure  à 


mb'b       bb' 

,   a 


Donc,  parmi  toutes  les  fractions  supérieures  à  y  et  dont  le  dénomina- 
teur n'excède  pas  n,  la  plus  petite  est  celle  dont  la  différence  avec  ^ 

a' 

est  é^ale  à  j^?  c'est-à-dire  la  fraction  -n- 

~  bb  o 

Corollaire.  —  Si,  parmi  les  fractions  dont  il  s'agit  dans  le  théorème, 
on  en  prend  trois  de  suite  à  volonté,  en  désignant  ces  trois  fractions  par 


on  aura 

a'  b  —  ab'  =  I ,  a"b'  —  a'  b"  -  i , 

et  par  suite 

a'  b  —  ab'  =  a"  b'  —  a'  b"  ; 

d'où  l'on  conclut 

a  +  a"  __  a'  ^■ 

b  +  b"  ~Tj'' 

Cette  dernière  équation  n'est  autre  chose  que  l'expression  analytique 
de  la  propriété  ohservée  par  M.  J.  Farey. 


SUI?  LES 

MOMENTS  LINÉAIRES  DE  PLUSIEURS  FORCES 

xVPPLlQUÉES  A  DIFFÉRENTS   POINTS. 


Considérons  plusieurs  forces 

P,    P',    P",     ..., 

appliquées  à  dilTércnts   points  dont  les  coordonnées  rectangulaires 
soient  respectivement 

Supposons  de  plus  ces  mêmes  forces  dirigées  de  manière  à  foi'iner, 
avec  le  demi-axe  des  x  positives,  les  angles 


avec  le  demi-axe  des  y  positives,  les  angles 

3      5'      S" 
enfin  avec  le  demi-axe  des  z  positives,  les  angles 

y,    '/,    y",    •••• 
Les  projections  algébriques  de  la  force  P  sur  les  axes  seront 

Pcosa,     Pcos;3,     Pcosy; 

tandis  que  les  projections  algébriques  de  son  moment  linéaire  se  trou- 
veront représentées,  si  l'on  place  le  centre  des  moments  à  l'origine  des 
coordonnées,  par  les  trois  produits 

P  (  V  cosy  --  z  cos;3),     V{zcosx-'Jc  cos-/),     P  {-v  cos;3  — .r  cos  a), 
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et,  si  l'on  place  le  centre  des  moments  au  point  qui  a  pour  coordon- 
nées ^o-y»^  ^0'  piii'  ïes  trois  suivants  : 

P[(.^'  — Jo)  ces-/  —  {Z  —  ;:o)COS;3], 

P  [(  :;  —  ^o)  ces  oc  -^  (.r  —  .To)  cosy  ], 
P[(.r  —  a'o)  cos|3  •—  (,)■  —  ^Vo)  cosa]. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que,  pour  obtenir  ces  trois  derniers  pro- 
duits, il  sufïit  d'ajouter  respectivement  aux  trois  premiers  les  quantités 

P(,)-oCOSy  —  ;ocos;3),     P(:;ocosa  — .r^cosy),     P(.rocos;3   --VoCosa) 

prises  en  signes  contraires,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  les  projec- 
tions algébriques  sur  les  axes  coordonnés  du  moment  linéaire  d'une 
force  égale  et  parallèle  à  P,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  et  appliquée 
au  point  (.r„,  y,,,  :;„).  ce  moment  linéaire  étant  calculé  pour  le  cas  où 
l'on  place  le  centre  des  moments  à  l'origine  des  coordonnées.  De  cette 
remarque  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

.SV,  en  plaçant  le  centre  des  moments  à  V origine  des  coordonnées,  on 
construit  :  i'*  le  moment  linéaire  de  la  force  P;  'i""  le  moment  linéaire 
d'une  force  égale  et  parallèle,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  et  appliquée 
au  point  {x^,Yq,  -«)>  ^^  moment  linéaire  résultant,  transporté  parallèlement 
à  lui-même,  de  manière  que  son  origine  coïncide  avec  le  point  [x^,}\,  z^), 
représentera,  en  grandeur  et  en  direction,  le  moment  linéaire  de  la  force  P 
par  rapport  à  ce  même  point. 

Nous  dirons,  avec  M.  Poinsot,  que  deux  forces  forment  un  couplçu 
lorsqu'elles  seront  égales  et  parallèles,  mais  dirigées  en  sens  contraires 
suivant  deux  droites  différentes;  et  le  moment  de  ce  couple  ou  son 
moment  linéaire  sera  ce  que  devient  le  moment  ou  le  moment  linéaire 
de  l'une  des  forces,  quand  on  prend  le  point  d'application  de  l'autre 
pour  centre  des  moments.  Cela  posé,  le  moment  du  couple  sera  évi- 
demment égal  au  produit  de  l'une  des  forces  par  leur  distance  mutuelle, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  à  la  surface  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  deux  forces;  et  le  plan  du  moment  du  couple  sera  préci- 
sément le  plan  de  ce   parallélogramme,  ou,  si  l'on  veut,   celui  qui 
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renferme  les  deux  forces  données.  De  plus,  le  moment  linéaire  du 
couple  élevé  par  le  point  d'application  de  l'une  des  forces  se  comj)tera 
sur  le  demi-axe  perpendiculaire  au  plan  du  couple,  et  autour  duquel 
l'autre  force  tend  à  produire  un  mouvement  de  rotation  de  droite  h 
gauche.  Enfin,  comme,  dans  la  proposition  ci-dessus  établie,  les  points 
d'application  des  deux  forces  P  et  l'origine  des  coordonnées  peuvent 
être  des  points  quelconques  de  l'espace,  il  est  clair  que  cette  proposi- 
tion se  réduira  simplement  à  celle  que  je  vais  énoncer  : 

Théorèmk  I.  —  Lorsque  deux  forces  forment  un  couple,  le  inonieiU 
linéaire  résultant,  pour  le  système  de  ces  deux  forces,  est  égal  et  parallèle 
au  moment  du  couple  et  dirigé  dans  le  même  sens,  quel  que  soit  le  point  de 
l'espace  que  V on  prenne  pour  centre  des  moments. 

Revenons  maintenant  au  système  des  forces  P,  P',  P",  . . .  appliquées 
à  différents  points  de  l'espace.  Soient  respectivement 

X,     Y,     Z, 

L,     M,     N 

les  sommes  des  projections  algébriques  de  ces  mêmes  forces,  et  c(dles 
des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires,  dans  le  cas  ou 
l'on  place  le  centre  des  moments  à  l'origine  des  coordonnées.  On  aura 

\  =  P  cos  oL  t-  P'  ces  a'  + .  . . ,         L  :—  P  {y  cos  '/  —  z  cos,3)  m  . .  . , 

(  I  )         V  =  P  cos  |3  +  P'  cos  |3'  -f- .  . . ,        M  =  P  (  -  cos  a  —  x  cos  •/)+..., 

'  Z  ::=  P  cosy  4- l^'cos-/' +. .    ;         N  =  p  (a?cos|3  —  >cosa) -1 

(^ela  posé,  si,  par  un  point  quelconque,  on  mène  des  forces  P,  P  ,  P",  ... 
égales  et  parallèles  aux  forces  données,  leur  résultante,  que  j(!  dési- 
gnerai par  R,  aura  pour  valeur 


(2)  R  =  V'-^'-^Y='  +  Z-, 

et  formera,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  (^/. 
//,  c  déterminés  par  les  équations 

X  Y  Z 

(3)  cosrt  — ^5  cosZ;  —  — 5  c<)sc=|^- 
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De  plus,  si,  en  prenant  le  point  dont  il  s'agit  pour  centre  des  moments, 
on  construit  les  moments  linéaires  des  forces  données,  on  pourra 
composer  ces  moments  entre  eux  de  manière  à  obtenir  en  définitive  un 
moment  linéaire  résultant.  Soit  K  ce  dernier  moment,  et  désignons 
par  /,  m,  n  les  angles  que  forme  sa  direction  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives.  Si  le  point  pris  pour  centre  des  moments  se 
confond  avec  l'origine  des  coordonnées,  on  aura  évidemment 


(4)  K  =  v/i^' +>!-+>"', 

(a)  cos/r=  — ,  cosin=:—-,  coin  =  —, 

puisque  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  résultant  de- 
vront être  respectivement  égales  aux  sommes  des  projections  algé- 
briques de  tous  les  autres.  Si  le  même  point,  supposé  distinct  de 
l'origine,  avait  pour  coordonnées 

il  faudrait,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  lui  appliquer  des  forces 
égales  et  parallèles  aux  forces  P,  P',  P", . . . ,  mais  dirigées  en  sens  con- 
traires. En  joignant  ces  nouvelles  forces  au  système  des  forces  données, 
et  composant  les  uns  avec  les  autres  les  moments  linéaires  de  toutes 
les  forces  pris  par  rapport  à  l'origine,  on  formerait  un  moment  linéaire 
résultant  égal  et  parallèle  à  celui  que  l'on  chercbe,  et  dirigé  dans  le 
même  sens.  Or,  les  nouvelles  forces  étant  égales  et  parallèles  aux  forces 
données,  mais  dirigées  en  sens  contraires,  leur  résultante  serait  égale 
et  directement  opposée  à  la  force  R.  Par  suite,  les  sommes  des  projec- 
tions algébriques  de  leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement 
égales  aux  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la  force  R 
prises  en  sens  contraires,  c'est-à-dire,  à 

R  (^0  COS^  —  Vq  cos  c)  =:  ^0  Y  — J'oZ, 
R  (.ro  cosc  —  ^^o  cosa)  =  a-gZ  —  -^oX, 
R  {focosa  —  .ro  cos/>)  =  j'oX  —  ^'oY. 

Donc,  si  à  ces  trois  dernières  expressions  on  ajoute  les  quantités  L, 
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M,  N,  on  aura  pour  sommes  les  projeetions  algébriques  du  moment 
linéaire  représenté  par  K.  Donc,  en  plaçant  le  centre  des  moments  au 
point  qni  a  pour  coordonnées  .a?o,.Vo»  'c  on  trouvera 

(6)  •  Kcos/?i  =  M  — ^0  ^  + -^0^^) 
(  K  ces  «  =  N  —  Xq  y  -h  r,i  X . 

On  anrait  pu  obtenir  immédiatement  les  seconds  membres  de  ces  der- 
nières équations  en  exprimant,  au  moyen  des  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M. 
N,  les  sommes  des  projections  algébriques  des  moments  linéaires  des 
forces  P,  P',  P", . . .  par  rapport  au  point  qui  a  pour  coordonnées  ^o»Ju' 
r„,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  les  trois  polynômes 

P  [(  J  —  J'o )  ces  y  —  ( ^  —  :;o  )  ces ;3 ]  +  P'  [{y'  —  /„)  ces  y'  —  (  -'  —  ^o  )  cos ,3' ]  4-. . . . 
P[(^  —  ^o)  cosa  —  {.r~  j?o)  cosy]  4-  P'[(-'—  -o  )  cos  a'— (a;'  — ^o)  cos  y'] +..., 
P[(j;  —  Xo)  cos|3  —  (r—Vo)  cosa]  +  V'[{a:'—~  o-q)  cos|3'  — (_>-'  — j'q) cosa' ]+.... 

On  tire  d'ailleurs  des  équations  (G) 

(7)  K  =  v/(f^-7oZ+.-oY)2+(M-^oX+^oZ)^+(N-^oY+roX)% 

COSt     = 

(8)  l  cosm  r= 

COS/i    =  ^ 

Pour  plus  de  commodité,  la  résultante  R,  à  laquelle  se  réduit  le  sys- 
tème des  forces  P,  P',  P",  . . .  lorsque  toutes  ces  forces  sont  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  et  appliquées  à  un  même  point,  sera  nom- 
mée désormais  \n  force  principale  du  système.  Le  moment  linéaire  K 
résultant  de  la  composition  des  moments  linéaires  des  forces  données 
sera  de  même  appelé  /nortient  linéaire  principal.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  la  direction  et  l'intensité  du  moment  linéaire  principal  dépendront 
de  la  position  du  centre  des  moments,  tandis  que  la  direction  et  l'in- 

Œuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  VI.  20 


K 

M- 

~ZoX-\-.T, 

»z 

K 

N- 

-^oY4-j, 

,x 
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tensité  de  la  force  principale  seront  indépendantes  de  son  point  d'ap- 
plication. De  plus,  quand  on  aura  construit  le  moment  linéaire  prin- 
cipal relatif  à  l'origine  des  coordonnées,  il  suffira  de  le  composer  avec 
le  moment  linéaire  de  la  force  principale  appliquée  au  point  dont  les 
coordonnées  sont^„,  jo,  ^o.  en  sens  contraire  de  sa  direction  naturelle, 
puis  de  transporter  à  ce  dernier  point  l'origine  du  moment  linéaire 
résultant,  pour  obtenir  le  moment  linéaire  principal  relatif  à  ce  même 
point.  On  en  conclura  facilement  que  la  projeclion  du  moment  linéaire 
principal  sur  la  direction  de  la  force  principale  est  une  quantité  constante, 
ï •  ^indépendante  de  la  position  du  centre  des  moments.  Au  reste,  cette  pro- 

•  position,  que  je  dois  à  M.   Coriolis,  peut  encore  être  démontrée  de  la 

,\-n*aniëre  suivante. 

Pour  déterminer  la  projection  du  moment  linéaire  principal  sur  la 
direction  de  la  force  principale,  il  suffit  de  multiplier  le  moment  lui- 
même  par  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  sa  direction  et  celle  de  la 
force,  et  de  prendre  la  valeur  numérique  du  produit.  Or  le  cosinus 
de  l'angle  compris  entre  les  deux  directions  est  équivalent  à  la  somme 

cosacos/  4-  cosb  cosm  +  cosc  cos/i, 

laquelle,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (8),  se  réduit  à  la  fraction 

LX  +  MY  4-  NZ 

Donc,  la  projection  cherchée  sera  é({uivalente  à  la  valeur  numérique 
de  cette  fraction  multipliée  par  K,  c'est-à-dire  à 

^  LX  +  MV  -+-  NZ 

H—    . 

~  R 

Cette  dernière  expression,  ainsi  que  l'on  s'y  attendait,  ne  dépend  point 
des  coordonnées  du  centre  des  moments,  mais  seulement  des  six  quan- 
tités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N 

qui  conservent  les  mêmes  valeurs,  quelle  que  soit  la  position  de  ce 
centre. 
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L;i  projection  du  moment  linéaire  principal  sur  la  direction  de  la 
force  principale,  étant  une  quantité  invariable,  représente  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  admettre  ce  moment  linéaire,  ou,  en  d'autres  termes, 
son  minimum.  Pour  obtenir  ce  minimum,  il  faut  évidemment  placer  le 
centre  des  moments  dans  une  position  telle  que  la  direction  du  moment 
linéaire  principal  devienne  parallèle  à  celle  de  la  force  principale.  Cette 
condition  sera  remplie  si  l'on  a 


ces/ 
eus  a 


ces  m 


cosn 
cosc 


ou,  ce  ([ui  revient  au  même. 


\ 


Z 


Par  conséquent,  si  l'on  nomme 


rt. 


les  coordonnées  d'un  point  qui,  pris  pour  centre  des  moments,  rem 
plisse  la  condition  énoncée,  on  aura 


(9) 


L-riY.  +  a        M  -  ex  ^  ;Z       N  -  ^Y +  y)X       LX  +  MY  +  NZ 


X  ~  Y  ~  Z 

Cette  dernière  formule  équivaut  aux  trois  équations 

i    U 


R^ 


.,       ^,        \LX  +  MY4-NZ 
r./f    n=:^  R 


(lO) 


<  M-CX+  ;Z  = 


Y  LX  +  >n  +  NZ 


K 


R 


^       Z  LX  +  MY  +  NZ 


Comme  ces  trois  é(juations  sont  du  premier  degré  relativement  aux 
coordonnées  ;,  r.,  'Ç,  et  que  la  troisième  équation  se  déduit  immédiate- 
ment des  deux  autres,  il  est  clair  qu'elles  appartiennent  à  une  droite, 
sur  laquelle  il  suffira  de  placer  le  centre  des  moments  pour  que  le 
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moment  linéaire  principal  devienne  un  minimum.  Cette  droite  sera 

désignée  désormais  sous  le  nom  iV œve  principal . 

Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  à  une  seule,  les  six 

(|uantités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N 

appartiennent  à  cette  force  unique  et  représentent  les  projections 
algébriques  de  cette  force  sur  les  axes  et  celles  de  son  moment 
linéaire  par  rapport  à  l'origine.  Dans  la  même  hypothèse,  on  a  néces- 
sairement 

L\  +  MY  +  XZ  =  o, 

et  par  suite  les  équations  (lo)  se  réduisent  aux  suivantes 
(II)  Zr,-YÇ=:L,         XC-Z;  =  M,         Yç-Xr.^N, 

c'est-à-dire,  aux  équations  do  la  droite  suivant  laquelle  agit  la  force 
donnée.  Donc  alors  l'axe  principal  se  confond  avec  cette  droite. 

Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  à  deux  forces  P, 
I",  on  a 

\  -=  l*  cosa  +  P'  cosa',         Y  =  P  cos;3  +  P'  ces ,5',         Z  =  1>  cosy  +  P'  cos-/'. 

Alors  la  force  principale  est  la  résultante  des  forces  P,  P'  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  et  appliquées  à  un  même  point,  tandis 
(jue  le  moment  linéaire  principal  est  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  moments  linéaires  des  deux  forces  données.  Dans  hi 
même  hypothèse,  la  force  principale  s'évanouit  lorscjue  les  deux  forcps 
P,  P'  forment  un  couple,  auquel  cas  on  a  nécessairement 

/  X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o, 

(.2)  P'=I>, 

(  cosa:'=: — cosa,         cos|3'  =  — cosj3,         cosy'  —  —  cosy. 

Dans  ce  cas  particulier,  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
principal  deviennent  indépendantes  de  la  position  du  centre  des  mo- 
ments; par  suite,  le  moment  linéaire  principal  conserve  toujours  la 
même  valeur  et  n'admet  plus  de  minimum,  en  sorte  que  l'axe  princi- 
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pal  disparaît  entièrement.  La  valeur  constante  du  moment  linéaire 
principal  est  alors  équivalente  au  moment  linéaire  du  couple,  c'est- 
à-dire,  au  moment  linéaire  de  l'une  des  forces,  quand  on  place  le  centr<' 
des  moments  sur  la  direction  de  l'autre  force,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  expliqué.  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  observant  que, 
dans  le  cas  présent,  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
principal  se  réduisent,  en  vertu  des  formules  (12),  à 

L  =::  V[(j  —  y)  cosy  -  (^  -  :;')  cos,3)], 
M  =:  P[(-3  —  :;')  cosa  —  (.r  —  .r')  cos  y  )], 
N  ■=:  P[(j?  —  .z'')cos|3  —  (  V  — /')cosa:)], 

c'est-à-dire,  aux  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la 
force  P,  dans  le  cas  oi^i  l'on  prend  pour  centre  des  moments  le  point 
d'application  de  la  force  P'. 

Si,  pour  le  système  des  forces  P,  P',  la  force  principale  et  le  mo- 
ment linéaire  principal  s'évanouissaient  en  même  temps,  on  en  con- 
clurait que  ces  deux  forces  sont  égales  et  agissent  suivant  une  môme 
droite,  mais  en  sens  contraires. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  forces  P,  P',  P",  .. .,  lorsque 
X,  Y,  Z  s'évanouissent,  la  grandeur  et  la  direction  du  moment  linéaire 
principal  deviennent  indépendantes  de  la  position  du  centre  des  mo- 
ments; par  suite,  si,  la  force  principale  étant  nulle,  le  moment  linéaire 
principal  se  réduit  à  zéro  pour  une  certaine  position  du  centre  des  mo- 
ments, il  s'évanouira  également  pour  toutes  les  autres. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  composé  seulement 
de  trois  forces  P,  P',  P".  Si,  pour  ce  système,  les  six  quantités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N 

s'évanouissent,  non  seulement  la  force  principale  s'évanouira,  mais  il 
en  sera  de  môme  du  moment  linéaire  principal,  quel  que  soit  le  centre 
des  moments.  Cela  posé,  concevons  que  l'on  fasse  coïncider  le  centre 
des  moments  avec  le  point  d'application  de  la  force  P".  Dans  ce  cas,  le 
moment  linéaire  de  la  force  P"  étant  nul,  ceux  des  deux  autres  forces 
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(It'vi'ont  être  égaux  et  dirigés  suivant  une  même  droite,  mais  en  sens 
contraires,  afin  que  le  moment  résultant  se  réduise  à  zéro;  par  suite, 
les  directions  des  forces  P'  et  P'  devront  être  comprises  dans  un  plan 
unique  mené  perpendiculairement  à  la  droite  dont  il  s'agit  par  le  point 
d'application  de  la  force  P".  Ce  plan  unique,  renfermant  les  points 
d'application  des  trois  forces  P,  P',  P",  sera  nécessairement  le  plan  du 
triangle  formé  avec  ces  trois  points;  et,  comme  au  point  d'application 
de  la  force  P"  on  peut  substituer  à  volonté  celui  de  la  force  P,  ou  celui 
de  la  force  P',  on  déduira  évidemment  des  remarques  que  nous  venons 
de  faire  la  proposition  suivante  : 

TiiÉouÈME  H.  —  Si,  pour  le  syslcrne  des  trois  forces  P,  P',  P",  les  six 

(juanlités 

\,     Y,     Z,     L,     M,     \ 

s'évanouissent,  chacune  des  trois  forces  sera  comprise  dans  le  plan  du 
triangle  qui  renferme  les  trois  points  d'application. 
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RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  D'ÉQUILIBRE 


SYSTÈME  INVARIABLE  ENTIÈREMENT  LIBRE  DANS  L'ESPACE. 


Cherchons  d'abord  les  conditions  d'équilibre  des  deux  points  maté- 
riels A,  A',  sollicités  au  mouvement  par  deux  forces  P,  P',  et  liés 
entre  eux  par  une  droite  invariable  AA'.  Si  l'équilibre  subsiste  entre 
les  forces  appliquées  aux  extrémités  de  cette  droite,  on  ne  le  troublera 
pas,  en  fixant  l'une  de  ces  extrémités,  par  exemple,  le  point  A'.  Dans 
cette  supposition,  le  point  A,  restant  seul  mobile,  ne  pourra  décrire 
que  la  surface  d'une  sphère;  et  la  force  P,  pour  le  maintenir  en  équi- 
libre, devra  être  normale  à  cette  surface,  par  conséquent  dirigée  sui- 
vant le  rayon  AA'  ou  suivant  son  prolongement.  On  prouverait  de 
même,  en  fixant  le  point  A,  que  la  force  P'  doit  encore  être  dirigée 
suivant  le  rayon  AA'  prolongé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre.  Conce- 
vons maintenant  que,  les  forces  P,  P'  agissant  l'une  et  l'autre  suivant 
la  droite  qui  joint  leurs  points  d'application,  on  rende  à  ces  deux 
points  leur  mobilité  primitive.  Pour  que  l'équilibre  continue  de  sub- 
sister, il  sera  évidemment  nécessaire  que  la  droite  soit  tirée  à  ses  extré- 
mités par  les  deux  forces  dans  deux  sens  opposés,  et  autant  dans  un 
sens  que  dans  l'autre.  Par  suite,  les  deux  forces  devront  être  égales  et 
dirigées  en  sens  contraires.  Réciproquement,  si  les  deux  forces  P,  P', 
appliquées  aux  extrémités  de  la  droite  invariable  AA',   sont  égales 
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entre  elles  et  agissent  suivant  cette  droite,  mais  en  sens  opposés,  il  y 
aura  évidemment  équilibre. 

Lorsque  deux  forces  sont  égales  et  agissent  suivant  une  même  droite 
en  sens  contraires,  leurs  moments  linéaires  sont  nécessairement  égaux 
(»t  directement  opposés.  En  conséquence,  pour  le  système  composé  de 
ces  deux  forces,  le  moment  linéaire  principal  s'évanouit  aussi  bien 
que  la  force  principale.  Réciproquement,  si,  pour  un  système  composé 
de  deux  forces  P,  P',  la  force  principale  et  le  moment  linéaire  princi- 
pal s'évanouissent,  on  pourra  en  conclure  que  ces  deux  forces  sont 
égales  et  agissent  en  sens  contraires  suivant  la  droite  qui  joint  leurs 
points  d'application.  Donc  alors,  si  cette  droite  est  invariable,  elles  se 
feront  équilibre. 

Pour  traduire  en  analyse  les  conditions  d'équilibre  que  nous  venons 
de  trouver,  désignons  par 

les  coordonnées  des  points  A,  A',  et  par 

a,    ^    y;    «',    |3',    y' 

les  angles  que  forment  les  directions  des  forces  P,  P'  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives.  Enfin  soient  respectivement 

X,     Y,      Z; 

L,     M,     N 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  deux  forces  sur  les  axes 
des  .r,  r»  -»  et  les  sommes  des  projections  algébriques  sur  les  mêmes 
axes  de  leurs  moments  linéaires,  dans  le  cas  où  l'on  place  le  centre 
des  moments  à  l'origine  des  coordonnées.  La  force  principale  étant 

représentée  par  

V/X^+ Y--=  +  ZS 

et  le  moment  linéaire  principal  par 

y/L^  +  M^+NS 
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il  sera  nécessaire,  et  il  suffira  pour  l'équilibre  que  l'on  ait  à  la  fois 

(    X«  4-  Y-  +  Z'  rr:  o, 

(0 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  X  =  o,  Y  =  o,  Z=:  o; 

(2) 

(  L  =  O,         M  —  o,        N  —  o. 

Si,  dans  ces  dernières  équations,  on  remet  pourX,  Y,  Z,  L,  M,  N  leurs 
valeurs  respectives,  on  trouvera 

(3)  PcosaH-P'cosa'=o,      T  cos;3  +  P' coS|3'  =  o,       P  cosy  +  P' œsy' =  o; 

/  P  (j  cos-/  —  c  cos;3)  +  P'  {/  cosy'  —  -'  ces (3')  —  o, 

(4)  <   P  (:;  cosa  —  j?cosy) -h  P' (s' cosa' —  .c' cos-/)  =  o, 
(  P  (.i;cos,3  —  j'cosa)  4-  P'  (.a?'  coSi^'  —  v'  cos  a')  =:  o. 

Ii]n  vertu  des  équations  (3),  les  équations  (4)  deviennent 

1   P[(j'  —  >■')  cos-/  —  (:;  —  j')  cos(3]  =  o, 

(5)  ■  <    P  [(c  —  :;' )  cosa  —  (.r  —  j;')  cosy]  =0, 

(  P  [(,r  —  x')  cos  (3  —  (  V  —  y  )  cos  a  ]  =  o, 

et  peuvent  être  remplacées  par  les  deux  équations  comprises  dans  la 
formule 

Pcosa        PcosS       Pcosy 

En  conséquence,  les  six  é{|uations  d'équilibre  (juc  nous  avons  d'abord 
trouvées  se  réduisent  à  cinq,  savoir  :  les  équations  (3)  et  celles  que 
comprend  la  formule  (G).  Les  équations  (3)  expriment  que  les  forces 
P,  P'  sont  égales  et  agissent  en  sens  opposés,  suivant  la  même  droite, 
ou  suivant  des  droites  parallèles.  La  formule  (6)  exprime  (jue  la  force  P 
agit  suivant  la  droite  (jui  joint  les  points  d'application  des  deux  forces. 
Ajoutons  (}ue  les  équations  (5)  et  la  formule  (G)  peuvent  être  rempla- 
cées par  une  seule  formule,  savoir  : 


Pcosa PcoSçS Pcosy P'cosa'  _  P'cos^S' 

^1  '  .r  —  y  ~~  Y  —  y'  ~~   z  —  z'   ~~    a-'  —  j;-    ^    >'—  >' 


^     ,        P'CO! 

OEmresdeC.  —  S.U^l.M. 
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En  vertu  de  ce  qui  précède,  une  force  P,  appliquée  au  point  A  et 
agissant  suivant  la  droite  AA',  fera  équilibre  à  une  seconde  force  P'  =  P 
appliquée  à  un  autre  point  A'  de  la  même  droite  et  dirigée  suivant 
celte  droite,  mais  en  sens  contraire,  pourvu  que  l'on  suppose  les  deux 
points  liés  invariablement  entre  eux.  Cet  équilibre  subsisterait  encore, 
si  l'on  transportait  le  point  d'application  de  la  force  P  de  A  en  A', 
sans  changer  la  direction  de  cette  force,  puisque  alors  on  aurait  au 
point  A'  deux  forces  égales  et  directement  opposées.  Le  point  A' 
pouvant  d'ailleurs  être  choisi  arbitrairement  sur  la  direction  de  la 
force  P,  nous  devons  conclure  qu'une  force  dirigée  suivant  une  droite, 
dont  tous  les  points  sont  supposés  liés  invariablement  les  uns  aux 
autres,  produit  toujours  le  même  effet,  en  quelque  point  de  cette 
droite  qu'on  la  suppose  appliquée.  C'est  ce  qu'on  peut  encore  exprimer 
en  disant  que  deux  forces  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  in- 
variable, et  agissant  suivant  cette  droite  dans  le  même  sens,  sont 
équivalentes. 

11  est  essentiel  d'observer  qu'en  transportant  le  point  d'application 
d'une  force  partout  où  l'on  voudra  sur  la  direction  de  cette  force,  on  ne 
changera  jamais  ni  ses  projections  algébriques,  ni  celles  de  son  mo- 
ment linéaire. 

Si,  la  droite  AA'  demeurant  toujours  invariable,  l'extrémité  A  de 
cette  droite  était  soumise  à  l'action  de  plusieurs  forces  P,  Q,  ...,  et 
l'extrémité  A'  à  l'action  de  plusieurs  autres  forces  P',  Q',  . . .  ,  il 
serait  nécessaire  et  il  suffirait  pour  l'équilibre  que  la  résultante  des 
forces  P,  Q,  . . .  fût  égale  à  la  résultante  des  forces  P',  Q',  . . . ,  et  que 
ces  deux  résultantes  fussent  dirigées  suivant  la  même  droite  AA',  mais 
en  sens  contraires.  Par  suite,  il  serait  nécessaire  et  il  suffirait  que, 
pour  le  système  de  toutes  les  forces  données,  la  force  principale  et  le 
moment  linéaire  principal  se  trouvassent  réduits  à  zéro.  Si  l'on  dé- 
signe toujours  par 

X,     Y,      Z; 

L,     M,     N 
les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  sur  les  axes, 
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et  celles  de  leurs  moments  linéaires,  les  deux  conditions  qu'on  vient 
d'énoncer  seront  encore  exprimées  par  les  deux  équations 


L2  +  M2  +  N^=:o, 


(0 

auxquelles  on  peut  substituer  les  suivantes  : 

(2) 


L  =  o,         M  =  o,         N  =  o. 


Il  semble  donc,  au  premier  abord,  qu'il  y  ait,  dans  le  cas  présent,  six 
équations  d'équilibre.  Mais  on  prouvera  sans  peine,  comme  on  l'a  déjà 
fait  dans  un  cas  semblable,  que  la  sixième  équation  se  déduit  des  cinq 
autres. 

Chercbons  maintenant  les  conditions  d'équilibre  d'un  triangle  inva- 
riable, c'est-à-dire,  de  trois  points  A,  A',  A"  liés  par  trois  droites 
invariables  et  soumis  à  l'action  de  trois  forces  données  P,  P',  P".  Si 
l'équilibre  subsiste,  il  ne  sera  pas  troublé  lorsqu'on  fixera  deux 
sommets  du  triangle,  par  exemple  les  points  A,  A'.  Dans  cette  sup- 
position, le  point  A,  restant  seul  mobile,  ne  pourra  décrire  qu'un 
cercle  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  à  celui  du  triangle,  et  dont  le 
centre  se  trouvera  situé  sur  la  droite  AA'.  De  plus,  la  force  P",  devant 
maintenir  le  point  A"  en  équilibre  sur  la  circonférence  du  cercle, 
sera  nécessairement  perpendiculaire  à  la  tangente  au  cercle  menée 
par  le  point  A",  et  par  conséquent  comprise  dans  le  plan  du  triangle 
donné.  On  arriverait  encore  à  la  môme  conclusion  en  observant  que, 
si  la  force  P"  n'était  pas  comprise  dans  le  plan  du  triangle,  elle  ferait 
tourner  le  plan  autour  de  l'axe  AA'  devenu  fixe  en  vertu  de  l'bypotbèse 
admise.  Cela  posé,  on  pourra  construire  un  parallélogramme  qui  ait 
pour  diagonale  la  force  P",  et  dont  les  côtés  coïncident  en  direction 
avec  les  droites  A"  A,  A" A'  ou  avec  leurs  prolongements.  Par  suite  ou 
pourra  décomposer  la  force  P"  appliquée  au  sommet  A"  en  deux  autres 
qui  agissent  suivant  les  côtés  adjacents.  Soient  Q,  Q'  les  deux  compo- 
santes dont  il  s'agit.  Il  sera  permis  de  transporter  la  force  Q  agissant 
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suivant  le  côté  A"A  du  point  A"  au  point  A,  et  la  force  Q'  agissant 
suivant  le  côté  A" A'  du  point  A"  au  point  A'.  On  obtiendra  par  ce 
moyen,  au  lieu  de  trois  forces  P,  P',  P"  appliquées  aux  trois  sommets 
d'un  triangle  invariable,  quatre  forces  P,  Q,  P',  Q'  appliquées  aux  deux 
extrémités  d'une  droite  invariable,  et  qui  devront  encore  se  faire  équi- 
libre. Donc,  pour  le  système  des  quatre  dernières  forces,  la  force  prin- 
cipale et  le  moment  linéaire  principal  devront  s'évanouir.  D'ailleurs, 
la  décomposition  de  la  force  P"  en  deux  autres,  et  le  transport  de  ces 
deux  composantes  ne  peuvent  cbanger  en  aucune  manière  ni  la  force 
principale  ni  le  moment  linéaire  principal  du  système  des  trois  forces 
P,  P',  P".  Donc  aussi,  lorsque  le  triangle  invariable  est  en  équilibre, 
cette  force  principale  et  ce  moment  linéaire  principal  s'évanouissent. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle 

X,     Y,      Z; 

L,     M,     N 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  P,  P',  P  ",  et  celles 
des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires,  on  aura,  dans 
le  cas  d'équilibre. 


(0 

^/X^+Y^+Z^rr: 

:0,             y/L^+]Vp4-N' 

et,  par  suite. 

('0 

'  L-o, 

Y=o,         Z=o; 

M  =  o,           N  =:  o. 

o, 


Réciproquement  on  peut  affirmer  que  le  triangle  invariable  sera  en 
équilibre,  toutes  les  fois  que  les  équations  (2)  seront  satisfaites,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  toutes  les  fois  que,  pour  le  système  des 
trois  forces  appliquées  aux  trois  sommets  du  triangle,  la  force  princi- 
pale et  le  moment  linéaire  principal  se  réduiront  à  zéro.  En  effet,  dans 
cette  bypotbèse,  les  directions  des  trois  forces  seront,  ainsi  qu'on  l'a 
précédemment  démontré  (p.i58),  comprises  dans  le  plan  du  triangle» 
Par  suite,  on  pourra  décomposer  la  force  P"  en  deux  autres  dirigées 
vers  les  points  A,  A'  et  transporter  ces  dernières  composantes  de 
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manière  à  les  appliquer  aux  points  dont  il  s'agit.  On  substituera  par  ce 
moyen  au  système  des  trois  forces  données  un  système  de  quatre  forces 
appliquées  aux  deux  extrémités  A,  A'  d'une  droite  invariable;  et, 
comme  la  force  principale  et  le  monrent  linéaire  principal  ne  change- 
ront pas  de  valeurs  dans  le  passage  du  premier  système  au  second, 
ces  deux  quantités  seront  encore  nulles  pour  le  nouveau  système,  d'oii 
l'on  peut  conclure  qu'il  y  aura  équilibre. 

Si,  le  trianiïle  AA' A"  restant  invariable,  chacun  de  ses  sommets  était 
soumis  à  l'action  de  plusieurs  forces,  on  pourrait  remplacer  les  ditfé- 
rentes  forces  appliquées  à  chaque  sommet  par  une  résultante  unique, 
(^cla  posé,  comme  le  système  des  trois  résultantes  ainsi  obtenues  aurait 
la  même  force  principale  et  le  même  moment  linéaire  principal  que  le 
système  des  forces  données,  on  trouverait  toujours  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  se  réduisent  à  l'évanouisse- 
ment de  cette  force  principale  et  de  ce  moment  linéaire  principal  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  à  l'évanouissement  des  six  quantités  que  l'on 
obtient  en  ajoutant  :  i°  les  projections  algébriques  des  forces  données; 
2"  les  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer,  et  qui  sont  rela- 
tifs à  l'équilibre  du  triangle  invariable,  la  sixième  équation  d'équilibre 
ne  se  déduit  plus  des  cinq  autres,  comme  il  arrive  quand  on  considère 
l'équilibre  d'une  droite  invariable. 

Soient  maintenant  A,  A',  A",  ...  des  points  liés  invariablement  les 
uns  aux  autres,  et  en  tel  nombre  que  l'on  voudra.  Ces  points  forme- 
ront ce  qu'on  appelle  un  système  invariable.  Cela  posé,  cherchons  les 
conditions  d'équilibre  de  plusieurs  forces 

P     P'     P" 

respectivement  appliquées  à  ces  mêmes  points;  et  désignons  encore 

par 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N 

les  sommes  des  projections  algébriques  de  ces  forces  et  de  leurs  mo- 
ments linéaires,  le  centre  des  moments  étant  toujours  placé  à  l'origine; 
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des  coordonnées.  Si  l'on  suppose  d'abord  que  le  plan  mené  par  les 
trois  points  A,  A',  A",  ...  ne  renferme  aucun  des  autres  points  donnés, 
chacune  des  forces  P"',  P'^,  . . .  pourra  être  remplacée  par  trois  compo- 
santes respectivement  dirigées  suivant  trois  arêtes  d'une  pyramide 
qui  aurait  pour  base  le  triangle  AA'A",  et  le  point  d'application  de 
chacune  de  ces  composantes  pourra  être  transporté  à  l'un  des  trois 
sommets  du  triangle  dont  il  s'agit.  Quand,  à  l'aide  de  ces  deux  espèces 
d'opérations,  on  aura  substitué  au  système  des  forces  données  celui  de 
plusieurs  forces  appliquées  aux  trois  sommets  d'un  triangle  invariable, 
il  sera  nécessaire,  et  il  suffira,  pour  l'équilibre,  que  la  force  principale 
et  le  moment  principal  relatifs  au  nouveau  système  s'évanouissent. 
Or,  cette  force  principale  et  ce  moment  linéaire  principal  se  trouvent 
représentés  pour  le  premier  système  par  les  deux  quantités 


V/X^  +  Y^  +  V,    v^L^'+M^-i-N^; 

ot  comme,  en  passant  du  premier  système  au  second,  on  ne  change  ni 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces,  c'est-à-dire,   les 

quantités 

X,     Y,     Z, 

ni  les  sommes  des  projeclions  algébriques  de  leurs  moments  linéaires, 

c'est-à-dire  les  quantités 

L,     M,     N, 

il  est  clair  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre 
seront  expriniées  par  les  deux  formules  "• 


(i)  v/^X'  +  Y^  +  Z^mo,        v/^"+M^-+-N-=o, 

auxquelles  on  [)eut  substituer  les  six  équations 

I  ^ 

Si  l'une  des  forces  P",  P",  . . .  avait  son  point  d'application  situé  dans 
le  plan  du  triangle  AA'A",  il  arriverait  de  deux  choses  l'une  :  ou  celte 
force  se  trouverait  elle-même  comprise  dans  le  plan  du  triangle,  et 


o, 

Y=o, 

Z  =o 

o, 

M  =  o, 

N  =  o, 
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alors  elle  pourrait  être  remplacée  par  deux  composantes  appliquées  à 
deux  sommets  de  ce  triangle,  par  exemple,  aux  points  A,  A';  ou  elle 
serait  dirigée  suivant  une  droite  qui  couperait  le  plan,  et  pourrait 
alors  être  appliquée  à  un  nouveau  point  de  cette  droite  que  l'on  sup- 
poserait invariablement  lié  avec  tous  les  points  du  système.  Ce  nou- 
veau point  étant  situé  hors  du  plan  du  triangle,  toute  difficulté  dispa- 
raîtrait. Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  parviendra  évidemment  aux 
conclusions  que  nous  avons  précédemment  obtenues.  On  arriverait 
aussi  au  même  résultat  en  substituant  au  triangle  AA'A"  un  triangb^ 
quelconque  dont  les  trois  sommets  seraient  liés  invariablement  au 
système  des  points  donnés.  Donc,  en  définitive,  pour  que  des  forces 
quelconques  appliquées  aux  ditTérents  points  d'un  système  invariable 
se  fassent  équilibre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  force  principale 
et  le  moment  linéaire  principal  s'évanouissent,  ou,  en  d'autres  termes, 
que  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  et  des 
projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires  se  réduisent  à 
zéro.  Lorsque  le  système  des  forces  données  ne  satisfait  pas  aux  condi- 
tions d'équilibre,  on  peut  à  ce  premier  système  de  forces  en  joindre  un 
autre  choisi  de  manière  que  l'équilibre  se  trouve  rétabli.  Soient,  dans 
cette  hypothèse, 

^ly         ■•l»        ^M        '-"1»        "n        ^l 

ce  que  deviennent  les  quantités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N 

lorsqu'on  passe  du  premier  système  au  second.  On  aura  nécessairement 

(X4-X,  =  o,         Y  +  Y,=o,         Z4-Z,--=o; 
(S) 

JL+L,  =o,        M  +  M,  =  o,        N  +  Ni=ro 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(9) 

Réciproquement,  si  les  équations  qui  précèdent  subsistent,  la  réunion 


X. 

=  -x, 

Y.^ 

Y, 

Z.^    -Z; 

L, 

=  -L, 

M,=: 

-M, 

N,  =  — N. 
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(les  deux  systèmes  produira  l'équilibre.  Donc,  pour  que  deux  systèmes 
de  forces  appliqués  à  des  points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres 
se  fassent  mutuellement  équilil)re,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  (|ue, 
dans  le  passage  du  premier  système  au  second,  les  sommes  des  projec- 
tions algébriques  des  forces  et  des  projections  algébriques  de  leurs 
moments  linéaires  conservent  les  mêmes  valeurs  numériques,  mais 
changent  de  signes. 


SUR   QUELQUES   EORMULES 


KKLATIVIiS   A    LA    DETERMINATION 


I)li  UÉSIDU  INTÉGRAL  D'UNE  FONCTION  DONNÉE, 


So'il/[z)  une  fonction  donnée  de  la  variable  z.  Si  le  produit 

s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies,  réelles  ou  imaginaires  de  cette 
variable,  on  aura  (ro//- p.  i^ji) 

(■^)  i((/(~-)))=o. 

si,  au  contraire,  le  produit  (i)  se  réduit,  pour  des  valeurs  infinies  de  z, 
il  la  constante  J",  on  trouvera 

(3)  j;  ((/(--)))  =  '! 

Or,  si  l'on  pose  z  =  -,  le  produit  (i   se  changera  dans  le  rapport 

et  la  constante  désignée  par  J  coïncidera  évidemment  avec  la  valenr  de 
ce  rapport  cori'espondante  à //  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec 
le  résidu  de  la  fonction 

(5)  -K 
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relatif  à  une  valeur  nulle  de  ii.  On  aura  donc 


et  la  formule  (3)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 


/■  ' 


(0)  i«/^^')))  =  <t((-)) 

Or  cette  dernière  ne  doit  pas  être  restreinte  au  cas  où  le  produit  -/(-) 
conserve  une  valeur  finie  pour  des  valeurs  infinies  de  z;  mais  elle  sul)- 
siste  généralement  lorsque  le  résidu  de  la  fonction  (5),  correspondant 
à  une  valeur  nulle  de  u,  se  réduit  à  une  constante  déterminée.  C'est 
ce  que  nous  allons  faire  voir. 

Si  l'on  suppose  le  signe  ^relatif  à  la  variables,  on  aura,  en  vertu 
des  principes  établis  à  la  page  33, 


^(^)_.    -^ij 


(-"l  ■ ^ ^=^     •      ^^^ — hL, 

^'>  u^  <^{{s'-}){i(  —  s) 

U  représentant  une  fonction  de  u  qui   conservera   une  valeur  finie 
pour  // =  o;  puis,  en  développant  l'expression 


et  désignant  par  m  le  nombre  des  racines  de  l'équation 

(8)  — ^ 

qui  se  réduisent  à  zéro,  on  trouvera 


(9) 


/(i)^,,Aii_^^/^'(T)         .    .^--'/ 


«2  U<^{{S'))  U'*^     {{s'))  ■  U"^^-'^         ((5-^}) 
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Si,  de  plus,  ou  remet  pour  u  sa  valeur  -  et  si  l'on  pose 

(lO)  \}u-r=-W{z)  ou  u  =: -:-Tït(^), 

on  tirera  de  l'équation  (9),  multipliée  par  m^. 

Si  maintenant  on  prend  le  résidu  intégral  de  chacun  des  membres  de 
la  formule  (1 1)  par  rapport  à  z,  et  si  l'on  a  égard  aux  équations 

on  trouvera 

D'ailleurs,  puisque  la  fonction  U  conserve  une  valeur  finie,  quand  on 
suppose  «  =  o,  la  même  supposition  fera  nécessairement  évanouir  le 

produit 

\]a—z-G5{z). 

On  aura  donc 

(i3)  ^X{w{z)))  =  o; 

et,  par  conséquent,  l'équation  (12)  entraînera  la  suivante 


(i4)  /.((/(--)))  =  / 


v^ 


((.^^)) 


qui  ne  diffère  pas  de  la  formule  (G).  On  pourrait  encore  établir  la 
même  formule  à  l'aide  des  raisonnements  que  nous  allons  indiquer. 

Si  l'on  remplace  immédiatement,  dans  la  formule  (7),  a  par  -?  (^t 
si  l'on  a  égard  à  l'équation 


z{\  —  zs) 
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on  trouvera 

De  plus,  on  reconnaîtra  facilement  que  l'expression 

(.0)  r xiz , 

^((5))(l-C5)' 

considérée  comme  fonction  de  la  variable  z-,  donne  pour  résidu  intégral 
relatif  à  cette  variable  une  quantité  nulle.  En  effet,  ce  dernier  résidu 
ne  pourrait  différer  de  zéro  que  dans  le  cas  où,  en  désignant  par  'C  une 
valeur  finie  de  z-  et  par  s  =  z,  z  =  'C-h  ^'  des  valeurs  de  s  et  de  z,  infi- 
niment rapprochées,  l'une  de  zéro,  l'autre  de  'C,  on  obtiendrait,  pour 
éveloppement  de  la  fonction 


le  (le 


/ij)         /(' 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  s  et  de  t,  une  série  de  termes 
dont  l'un  serait  réciproquement  proportionnel  au  produit  zc'.  Or  il  est 
iair  que  le  développement  dont  il  s'agit  ne  renfermera  point  de  terme 
le  cette  espèce.  Cela  posé,  si  l'on  prend  le  résidu  intégral,  relatif  à  z. 
de  chacun  des  deux  membres  de  la  formule  (i5),  on  retrouvera  évi- 
lemment  l'équation  (i4)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  formule  (6  . 
Concevons  à  présent  que,  dans  la  formule  (6),  on  substitue  à  la  foiU- 
(ion/(G)  le  rapport 


/{=■) 


On  en  tirera 


et,  par  suite, 


A-. 


((.-))  (1-5^) 


(i-)  /(^) 


^  P  ((/(--)))  ,   ,      -^ 


(^    U.--Z  <^((s))(i  -zj.-) 
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Telle  est  l'équation  que  l'on  devra  substituer  à  la  formule  (09)  de  la 
page  1  4'^»  si  la  fonction  /(s)  devient  infinie  en  même  temps  que  la 
variable  z. 

Lorsque  /(a?)  est  une  fonction  entière  de  r,  le  résidu  intégral 

p  ((/(--))) 

s'évanouit,  attendu  que/(^)  conserve  une  valeur  finie  pour  une  valeur 
finie  quelconque  de  la  variable  z,  et  l'équation  (17)  se  réduit  à 


<^((.-))(i-.-,r) 

il  est  facile  de  vérifier  cette  dernière  formule.  En  etTet,  supposons 

(19)  /(.v)  =  aj:"'-\-  bx"'-^-v-  ex'"--  -{-.  .  .  +  A\r  +  /, 

(t,  h,  c,  ...,  k,  /  désignant  des  coefficients  constants,  et  in  un  nombi-e 
entier.  En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (p.  24-25),  le  second  membre  de  la 
formule  (18)  ne  sera  autre  cbose  que  le  terme  indépendant  de  la  (juan- 
tité  infiniment  petite  s,  dans  le  développement  du  produit 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  mèiiH! 
(juantité.  Or  le  terme  dont  il  s'agit  est  évidemment  égal  au  poly- 
nôme (19). 

Concevons  à  présent  que/(.r)  représente  une  fonction  rationnelli!  de 
la  variable  oc,  en  sorte  que  l'on  ait 

/     \  /•/    \       f(-*^) 

(-)  •/^(•")=-FV)' 

f(.r)  et  F(a7)  désignant  deux  fonctions  entières  de  la  même  variable. 
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Si  le  degré  de  f(.x')  est  inférieur  à  celui- do  ¥(,x),  le  résidu 


..    /G) 


(22)  

s'évanouira,  et  la  formule  (17),  réduite  à 

suffira,  comme  on  l'a  dit  (p.  35),  pour  la  décomposition  de  la  fraction 
rationnelle/"(^)  en  fractions  simples.  Au  contraire,  si  le  degré  de  ([ce] 
surpasse  le  degré  de  F(.r),  la  fonction 

F(^) 

se  trouvera  décomposée  par  l'équation  (1  7)  en  deux  parties  dont  l'une, 
savoir 

représentera  la  somme  des  fractions  simples  dont  l'addition  fournil  le 
reste  de  la  division  de  f(^)  par  ¥(.t),  tandis  que  l'autre  partie,  c'esl- 
à-dire,  l'expression  (22),  représentera  le  quotient  de  cette  même 
division. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

On  tirera  de  l'équation  (17) 

i  +  y*        p  I -h -''  ,     p  y -h  z'* 


On  trouvera  d'ailleurs 


L{^^z-^z^)){x~z)        O  ((  ^  (  -  _  ^_  ,  )  (  ^  +  ^/-  ,  )  ))  -^ 

_  I  I  I 

^        œ  —  \l—  I        X  4-  \/—  i 
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et 


Par  conséquent  la  formule  (26)  donnera 

,     ,  I  -j-  J?"*       I  I  I 

(27)  -— — i  --=- := F=-  +  .r, 

(*e  qui  est  exact. 

Concevons  enfin  que  la  fonction/(ir)  devienne  transcendante.  Alors, 
pour  que  la  formule  (17)  subsiste,  il  sera  nécessaire  que  l'expression  (22) 
se  réduise  à  une  constante  déterminée.  C'est  ce  qui  arrivera,  pai' 
exemple,  si  l'on  suppose 

(28)  /(^)=rcOt~. 

Dans  ce  cas  particulier,  on  trouvera 


p  ((/(^)))  ^    ç 


I 
sin  - 

-> 

\.r-z.)((co^l)) 

\\         ^  JJ 
[I                II 

I 

I 

II                      II 

9-- 

I 

I 
I 

~-            I        4t:-             I 

x+  -                 .r-i 

r.                       2T. 

9-' 

1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


p((/(^)))^ 


4- 


^     X  —  :;  \TrJc''- — i         ^\r.'Ju'- — i         ^r.-.r'- — i 

et  de  plus,  en  désignant  par  i  un  nombre  infiniment  petit, 


A-, 


J  ,     £  COlc    ' 

£COl£ 


ÔS.  (l  — £^')-  (l— £^)COS^£ 
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Par  suite,  la  formule  (17)  donnera 


(  -M))  col  -   =  X  —  2  X       -p- ï 


On  trouvera  encore  de  même 


'^     '.ir-l    y.i 


\t:-j-"- —  I        971-^-—  I 


(lU) 


sin 

a 

.r 

— 

a 

siii  - 

a- 

a 


si  il  y  i:  (7:  -H  i) 


V/'7r(7r  +  i)  «'4-7t(«2— ./•-) 


siii  \/iv:{ir.  -+- 1) 


\/-i 71  ( 2 7:  +  1  )  a^-^'.iT.{ a-  —  a- ] 


si  11  v'^B  71  (  3  TT  -t-  I  ) 


v'37:(37:  +  i)   a'-+-3r.{a'— x-) 


SI  11  V  TC  {t:  —  I 

V7:(7-  — 1 


\  a- —  -  (rt- —  -r-)  1 


sin  v/2  7r  (2  71  —  i) 


V/27î  (271  —  1)  «'—  ?-^  [a^  —  x^) 


sin  v/37r(37r  —  1) 


V37r(37:— I)  a---- Àr.  {a-— x'] 


Les  deux  équations  qui  précèdent  suffisent  pour  montrer  le  parti  (pie 
l'on  peut  tirer  de  la  formule  (17).  Nous  ajouterons  que,  si,  dans  l'é- 
(juation  (29),  on  remplace  x  par  -,  on  se  trouvera  précisément  ramené 
il  la  foiinule  {(yj.)  de  la  page  i44- 


SUR  UN 

TflÉOKÈME  RELATIF  AU  CONTACT  DES  COURBES 


Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  P,  et  que 
l'on  marque  sur  ces  courl)es,  prolongées  dans  le  même  sens,  deux 
|)oin(s  Q,  R,  situés  à  des  distances  égales  et  infiniment  petites  du 
point  de  contact,  ces  distances  sontles  deux  côtés  d'un  triangle  isoscèle  ; 
et,  comme  chacune  d'elles  forme  avec  la  tangente  aux  deux  courbes 
un  angle  très  petit,  on  peut  affirmer  que  la  base  du  triangle  isoscèle  est 
sensiblement  perpendiculaire  à  ces  mêmes  courbes.  On  ne  devra  plus 
en  dire  autant  si  le  rapport  entre  les  cordes  ou  distances  PQ,  PR,  su[)- 
posées  infiniment  petites,  n'était  pas  rigoureusement  égal  à  l'unité, 
mais  en  différait  très  peu  ;  et,  dans  ce  dernier  cas,  on  pourrait  seulemeni 
assurer  que  la  distance  QU  forme  avec  chacune  des  cordes  PQ,  PR  un 
angle  sensible.  Ainsi,  quoique  le  rapport  entre  ces  cordes  se  rapproche 
beaucoup  de  l'unité,  quand  les  deux  arcs  deviennent  rigoureusement 
égaux,  on  pourrait  douter  que,  dans  cette  hypothèse,  la  distance  QR 
fût  sensiblement  normale  aux  deux  courbes  données.  C'est  néanmoins 
ce  que  l'on  peut  facilement  démontrer  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes. 

Supposons  que  les  longueurs  égales  portées  sur  la  première  et  la 
seconde  courbe,  à  partir  du  point  de  contact,  aboutissent,  d'une  part, 
au  point  (a;,  r,  z),  de  l'autre,  au  point  (;,•/;,  *C).  Soient,  de  plus,  s  et  : 
les  arcs  renfermés  :  i"  entre  un  point  fixe  de  la  première  courbe  et  le 
point  (.r,  r,  ^);  2"  entre  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point 
(;,r,,  'C).^  Tandis  que  les  coordonnées  .r,  y,  ::;  ;,  r,,  'C  varieront  simulta- 
nément, la  différence 

■y  —  s 
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rostora  invariable,  et  l'on  aura  en  conséquence  ;  =  5  +  const. , 

(  I  )  dç  =  ds. 

Soient  d'ailleurs  a,  3,  y  les  angles  que  forme,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  pro- 
longée dans  le  même  sens  que  les  arcs  ^  et  ;;  d  h  longueur  de  la  droite 
jnenée  du  point  (;,-/;,  C)  au  point  (r,  r,  z);  enfin  1,  y-,  v  les  angles  que 
forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  On 
aura  sensiblement 

,    ,  dv        di  ^        dy        do  dz        d"^ 

{'}.)  COS  y.  =^  ^j^^=  ^^  cosp  :=  ^-  =  377)  ^OSy  z=i  -j-  z=.  --, 


dv         r/; 
ds        di 

„        dy        df] 
^       ds        di 

dz 

ces  A  =: ) 

■c\  -  -  V 
COSU.=::     -       —  ; 

-os 

H 

(3) 
(4) 

et  l'on  tirera  des  formules  (2)  réunies  à  l'équation  (i) 

dx''-  -\-  dy-  -\-  dz-  ==.  d^^  -\-  df]- -i-  dÇ,- 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  {dx  -+-  </;)  {dx  —  dl)  4-  {dy  -\-  dri)  {dy  —  do)  -\-  {dz  +  d!^)  {dz  —  dÇ)   _  o. 

Or  les  équations  (2)  donneront 

dx  -\-  d'-        d y  +  df]        dz -\- dC,         ,  ,  , 

(o)  =     • -^ —  =: -=;  ds  -\-  di  =--  ids. 

ces  a  cosp  ces-/ 

De  plus,  en  faisant  converger  h  vers  la  limite  zéro,  dans  la  formule  (3) 
de  Vaddition  placée  à  la  suite  des  Leçons  sur  le  Calcul  inJînitésimaL 
on  en  conclut  ({ue,  dans  le  voisinage  (Vune  valeur  particulière  de  .r,  (jut 
fait  évanouir  deux/onctions  données,  le  rapport  entre  ces  fonctions  diffère 
1res  peu  du  rapport  entre  leurs  dérivées,  et  par  conséquent  du  rapport  entre 
leurs  différentielles,   quand  même  ces  différentielles  et  ces  dérivées  s'éva- 
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nouiraient  à  leur  tour  pour  la  valeur  particulière  dont  il  s\i^il .  En  appli- 
(juant  ce  principe  aux  seconds  membres  des  formules  (4),  on  recon- 
naîtra que  les  quantités  cosa,  cos[7-,  cosv  peuvent  être  déterminées 
approximativement  par  les  formules 

-        dx  —  di  dy  —  dr^  dz  —  d'I, 

(7)  cosX^— ^— ^,  ces;.----  --^^^--,  cosv==-     ^^,^      • 

On  aura  donc  à  très  peu  près 

g  d.c  —  di        dy  —  dn        dz  —  dt  , 

cosÀ  ces, a.  cosv 

Ux'tte  dernière  équation  sera  d'autant  plus  exacte  que  les  points  (r,  t,  z) 
et  (;,r,/C)  se  trouveront  plus  rapprochés  du  point  de  contact  des  deux 
courbes.  Si  maintenant  on  remplace,  dans  la  formule  (5),  les  sommes 

d.r  -\-  di,     dy  +  dci,     dz  -i-  dC, 

par  les  quantités  cosa,  cosp,  cosy,  qui  sont  entre  elles  dans  les  moines 
rapports,  et  les  différences 

d.v  —  di,     dy  —  dci,     dz  —  c/^ 

par  des  quantités  proportionnelles  à  ces  difTérences,  savoir,  cosa,  cosy. 
cosv,  on  trouvera  défini tivement 

(9)  C0S3C  ces  A  -f-  ces  ,3  COS/J.  +  cosy  cosv  =rr.  O. 

Or'  la  formule  (9)  exprime  que  la  droite  menée  du  point  {œ,y,z)  au 
point  (^,y;,'C)  est  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente  commune 
aux  deux  courbes  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sensiblement  parallèle 
au  plan  normal.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est  fort 
utile  dans  la  théorie  des  contacts  des  courbes  : 

Théorème  I.  —  Etant  données  deux  courbes  qui  se  louchent,  si,  à  partir 
du  point  de  contact,  on  porte  sur  ces  courbes,  prolongées  dans  le  même 
sens,  des  longueurs  égales,  mais  très  petites,  la  droite  qui  joindra  les  ertré- 
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jnitès  de  ces  longueurs  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes. 

Lorsque,  dans  ce  tliéorème,  on  remplace  la  seconde  courbe  par  une 
droite  tangente  à  la  première,  il  se  transforme  en  un  autre  dont  voici 
l'énoncé  : 

Théorème  II.  —  Si,  à  partir  d'un  point  donné  sur  une  courbe,  on  porte 
sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente,  prolongées  dans  le  même  sens,  des  lon- 
gueurs égales  et  tirs  petites,  la  droite  (pu  joindra  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente  ou,  ce  (pd  revient 
au  même,  sensiblement  parallèle  au  plan  normal. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  désigne  par  i  chacune  des 
longueurs  égales  portées  sur  la  courbe  et  sur  sa  tangente  à  partir  du 
point  donné.  Les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives  par  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs 
seront  des  fonctions  de  i\  et,  si  l'on  fait  converger  i  vers  la  limite  zéro, 
ces  angles  convergeront  en  général  vers  certaines  limites  et  s'appro- 
cheront indéfiniment  de  ceux  qui  déterminent  la  direction  d'une  cer- 
(aine  normale  avec  laquelle  la  droite  dont  il  s'agit  tendra  de  plus  en 
plus  à  se  confondre.  Cette  normale,  qui  mérite  d'être  remarquée,  est 
celle  que  nous  appellerons  normale  principale.  Pour  en  fixer  la  direc- 
tion, il  suffirait  de  recourir  aux  formules  (7)  et  au  principe  énoncé  à 
la  page  178.  On  peut  aussi  arriver  très  facilement  au  même  but  par 
la  méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Désignons  par  x,  y,  :;  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui 
coïncide,  non  plus  avec  l'extrémité,  mais  avec  l'origine  de  la  lon- 
gueur i,  c'est-à-dire,  les  coordonnées  du  point  par  lequel  on  mène  une 
tangente  à  la  courbe.  Soit  toujours  s  l'arc  compté  sur  la  courbe  entre 
le  point  (r,  y,  z)  et  un  point  fixe  placé  de  manière  que  la  longueur  i 
serve  de  prolongement  à  l'arec.  Soient  encore  a,  |3,  y  les  angles  que 
forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  la  tangente  au 
point  (.r,  j,  s)  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  s.  Si  l'on  prend 
cet  arc  pour  variable  indépendante,  l'extrémité  de  la  longueur  /,  portée 
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sur  la  courbe,  aura  évidemment  pour  coordonnées  trois  expressions  de 
la  forme 


(lO) 


.  dx        P  f  cl'-.v        ,  ■ 
"  +  '^  +  2(7/?-^')' 

.  dv        i-  (  d-  y        -  , 

'  .>•  +  '  -71  +  -  (  TTir  +  J  )  ' 


-  -t- 1 


ds     '    'i.\  ds- 

dz         P  l'd- 
ds 


2  \  ds-  I 


1,  J,  K  devant  s'évanouir  avec  /;  tandis  que  rextrémilé  d'iint'  aulrc 
longueur  égale  à  /,  portée  sur  la  tangente  et  comptée  dans  le  même 
sens  que  la  première,  aura  pour  coordonnées 


X  -H  i  ces  a  -=.  X  --1-  i 


dx 


(>•) 


'    y  -\-  i  cos  p  =  >■  +  <  -V-  ) 
1  ■  '         ■  ds 

f  .  dz 

\     Z    -{-  l  cos  7   -=i  Z    -V-  l  'T" 

\  '  ds 


(]('la  posé,  si  l'on  nomme  «  la  distance  comprise  entre  les  extrémités 
des  deux  longueurs,  oi\,  ;x,  v  les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  droite  qui,  partant  de  l'extrémité  de  la 
seconde  longueur,  se  dirige  vers  l'extrémité  de  la  première,  on  aura 
évidemment 


(.0.) 


/■'      /  [d-x 


ds' 


J      4- 


fl-z 


ds 


^  +  K      , 


r-  [d'-x       ,\  P  [d'y        ,\ 

(i3)  cos/.  —  —    -nr  +  I   '       cos,u  —  —    -.-t  +  •'  K 

^       '  -xY,  \ds-  J  '  2«  \dS'  J 


-  ld:'z 


cosv 


i  w  v  ds' 


k    , 


et,  pai'  suite, 


cos/. 


cosv 


d'x 

77^ 


+  1 


(.'.)  ' 


^( 


J}x       ,\'       (d'y       ,\'       (d'-z       ^. 
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Si  maintenant  on  fait  converger  f  vers  la  limite  zéro,  les  valeurs  numé- 
riques de  I,  J,  K  décroîtront  indéfiniment,  et,  en  passant  aux  limites, 
on  tirera  de  la  formule  {i!\) 

.,  COSA         cosa         COSV  I 


d'j.-         d\y         d'z    '     ^{d\ry-t-{d'y)-  +  \(Fz)^ 

J.es  angles  a,  y.,  v  déterminés  par  cette  dernière  formule  sont  ceux  qui 
se  trouvent  compris  entre  la  normale  principale,  prolongée  dans  un 
certain  sens,  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Ua  même  for- 
mule devrait  être  remplacée  par  la  suivante 

.  ^  cosÀ  _  cos^a COSV j 

si  la  normale  principale  avait  été  prolongée  en  sens  contraire.  Ajou- 
tons que  les  équations  (i5)  et  (iG)  sont  renfermées  l'une  et  l'autre 
dans  la  seule  é(iuati()n 

COS).    _   COSjX  _    COSV 


vv/ 

d'^x 

d\v         d-z 

D'ailleurs, 

on  a  évidemment 

(.8) 

dx 
cosa  =:  —r-1 
ds 

ces 

0  _  dy 
'          ds 

ces  y 

dz 
~  ds 

et  l'on  en  conclut,  en  prenant  toujours  l'arc  s  pour  variable  indépen- 
dante, (jue  la  formule  (17)  peut  être  réduite  à 

COSÀ  COSU  COSV 

(19)  -      r  _ 


dcosx       dcoa^       dcosy 

Si  l'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  la  for- 
mule (17)  deviendrait  inexacte.  Mais  la  formule  (19)  existerait  tou- 
jours :  et,  en  substituant  dans  celle-ci,  à  la  place  de  cosa,  cosp,  cosv, 
leurs  valeurs  tirées  des  formules  (18),  on  trouverait 

COS>.  COSM-  COSV 

(20) 


"'S)   <t.)   <È 
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Nous  observerons,  en  finissant,  que  la  norjuale  principale  est  toujours 
celle  sur  laquelle  se  compte  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  pro- 
posée. Dans  le  cas  où  cette  courbe  devient  piano,  la  normale  principale 
reste  comprise  dans  le  plan  de  la  courbe. 
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Dans  quelques-unes  des  questions  qui  se  rattachent  au  Calcul  infi- 
nitésimal, et  particulièrement  dans  les  questions  relatives  au  contact 
des  courbes  et  des  surfaces,  il  peut  être  utile  de  considérer,  non  seu- 
lement des  quantités  infiniment  petites  du  premier,  du  second,  du 
troisième  ordre,  etc.,  mais  encore  des  infiniment  petits  dont  les  ordres 
soient  représentés  par  des  nombres  fractionnaires  ou  même  irration- 
nels. La  seule  difficulté  qu'on  éprouve  alors  est  de  se  former  une  idée 
précise  de  l'ordre  d'une  quantité  infiniment  petite.  Toutefois  cette  dif- 
ficulté disparaîtra  si  l'on  définit  l'ordre  dont  il  s'agit  comme  nous 
allons  le  faire. 

Désignons  par  a  un  nombre  constant,  rationnel  ou  irrationnel;  par  / 
une  quantité  infiniment  petite;  et  pai'  /•  un  nombre  variable.  Dans  le 
système  de  (juantités  infiniment  petites  dont  ?  sera  la  hase,  une  fonclion 
de  /  représentée  par  f[i)  sei'a  un  infiniment  petit  de  Xordre  a,  si  la 
limite  du  rapport 

est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  /plus  petites  que  a,  et  infinie  pour 
toutes  les  valeurs  de  rplus  grandes  que  a. 

(A^tte  définition  admise,  si  l'on  désigne  par  //  le  nombre  entier  égal 
ou  immédiatement  supérieur  à   l'ordre  a  de   la   quantité   infiniment 
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petite /(?),  le  rapport 

Ai) 

sera  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 

qui  cessera  d'être  une  quantité  infiniment  petite;  d'où  l'on  conclut,  en 
raisonnant  comme  dans  l'addition  placée  à  la  suite  des  F^eçons  sur  le 
Calcul  infinitésimal,  que/^"^(i)  sera  la  première  des  fonctions 

(3)  j\i),  f'{i),  /"{i),  ni),  ... 

(|ui  cessera  de  s'évanouir  avec  i. 
Quant  au  rapport 

(4)  m 

que  l'on  déduit  de  l'expression  (i)  en  posant  /—  a,  il  peut  avoir  une 
limite  finie,  ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a,  et  les  quotients 
qu'on  obtient  en  les  divisant  par  i"^,  savoir 


e',  ^y  cm, 


ont  pour  limites  respectives 


I 

I,      o      et      - 


Cela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propriétés  des  quantités  infi- 
niment petites  et,  en  particulier,  les  différents  théorèmes  (|ue  nous 
allons  énoncer  : 

ÏHÉouÈME  I.    —   Si,  dans  un  système  quelconque,  on  considère  deux 
quantités  infiniment  petites  d' ordres  dij/érents ,  pendant  que  ces  deux  quan- 
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titcs  s'approcheront  indèfiniinent  de  zéro,  celle  qui  sera  d'un  ordre  plus 
èlevè finira  par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numérique. 

Démonstration.  —  Concevons  qne,  dans  le  système  dont  la  base  est  i, 
on  désigne  par  \=f[i)  et  par  J  =  F(ï)  deux  quantités  infiniment 
petites,  la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  b;  et  supposons 
a  <  b.  Si  l'on  attribue  au  nombre  variable  r  une  valeur  comprise  entre 
a  et  b,  les  deux  rapports 


I 

.] 

l'-' 

i' 

auront  pour  limites  respectives,  le  premier  -,  le  second  zéro,  et,  pai- 
suite,  le  quotient  de  ces  rapports  ou  la  fraction 

J 
I 

aura  une  limite  nulle.  Donc  la  valeur  numérique  du  numérateur  J 
décroîtra  beaucoup  plus  rapidement  que  celle  du  dénominateur  I,  et 
cette  dernière  fiuira  par  devenir  constamment  supérieure  à  l'autre. 

Théorème  II.  —  Soient  a,  b,  a,  .  .  .  les  nombres  qui  indiquent ,  dans  un 
système  déterminé,  les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  et  a 
le  plus  petit  de  ces  nombres.  La  somme  des  quantités  dont  il  s'agit  sera  un 
infiniment  petit  de  l'ordre  a. 

Démonstration .  —  Soit  toujours  i  la  base  du  système  adopté.  Soient 
de  plus  I,  J,  ...  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  a!,  la 
seconde  de  l'ordre  b,  etc.  Le  rapport  de  la  somme  1  +  J  +  .  .  .  à  la 

quantité  I,  savoir 

J 

I  -h  J  + . . . , 

aura  pour  limite  l'unité,  attendu  que  les  termes  y  •  •  •  auront  des 
limites  nulles.  Par  suite,  le  produit 

/       .1  \  I       1  +.1'+... 
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aura  la  même  limite  que  le  rapport 


et,  puisque  ce  dernier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie,  suivant 
(ju'on  suppose  r<^a  ou  J\>a,  on  pourra  en  dire  autant  du  rappoit 


1  4-  J  + .  .  . 


Donc  I  +  J  -I-  . . .  sera  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 

CoîoUaue.  —  Les  raisonnements  par  lesquels  nous  venons  d'établir 
le  théorème  I  montrent  évidemment  que,  pour  de  très  petites  valeurs 
numériques  de  la  base  i,  la  somme  de  plusieurs  quantités  infiniment 
petites,  rangées  de  manii're  que  leurs  ordres  forment  une  suile  crois- 
sante, est  positive  ou  négative,  suivant  que  son  premier  ternie  est  lui- 
même  positif  ou  négatif. 

Théorème  111.  —  bans  un  systcnie  quelconque,  le  produit  de  deux  quan- 
tités infiniment  petites,  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  par  h,  est  une 
autre  (piantité  infiniment  petite  de  l  ordre  a  -{-  b. 

Démonstration,  —  Soient  toujours  i  la  base  du  système  que  l'on 
considère,  et  I,  J  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  r/,  la 
seconde  de  l'ordre  h.  Les  rapports 


1       J 

7^'     7^ 


auront  des  limites  nulles,  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  r<^a, 
s  <  b\  des  limites  infinies,  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  r^a, 
s  >  />;  et  l'on  pourra  en  dire  autant  du  produit 


I  J        II 

Il  en  résulte  évidemment  que  le  rapport 

IJ 
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aura  une  limite  nulle  pour  r^  s<^a^h,  et  une  limite  infinie  pour 
r-l-^>rt  +  h.  Donc  le  produit  IJ  sera  une  quantité  infiniment  petite 
(le  l'ordre  a  +  h. 

Nota.  —  Si  l'un  des  facteurs  se  réduisait  à  une  quantité  linie,  le 
produit  serait  évidemment  du  même  ordre  que  l'autre  facteur. 

Corollaire.  —  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  plusieurs 
quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a,  h, 
(\  ...  est  une  autre  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  « 4-/>-hc  +  .... 

Thkorème  IV.  —  Si  trois  quantités  infiniment  petites  sont  telles  que,  la 
première  étant  prise  pour  base,  la  seconde  soit  de  l'ordre  a,  et  que,  la 
seconde  étant  prise  pour  base,  la  troisième  soit  de  l'ordre  b,  celle-ci,  dans 
le  système  qui  a  pour  base  la  première,  sera  d'un  ordre  équivalent  au  pro- 
duit ab. 

Démonstration.   —   Soient  i,  I  et  J  les  trois  quantités  données,  en 

sorte  que  les  deux  rapports 

I       J 

r  V  . 

aient  des  limites  nulles  quand  on  suppose  à  la  fois  r  <  <7,  ^  <  b,  et  des 
limites  infinies  quand  on  suppose  à  la  fois  r^  a,  s  >  b.  \\  est  clair  que 
le  produit 

i'-J    V       i'-" 

aura  une  limite  nulle  pour  rs<C,ab,  une  limite  infinie  pour  rs^  ah';  et, 
par  suite,  que,  si  l'on  prend  i  pour  base,  J  sera  une  quantité  infiniment 
petite  de  l'ordre  ab. 

Corollaire  I.  —  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux  quantités  infi- 
niment petites  J  et  I  reste  le  même,  quelle  que  soit  la  base  du  système 
que  l'on  adopte,  et  ce  rapport  est  équivalent  au  nombre  b,  qui  indique 
l'ordre  de  la  première  quantité  quand  on  prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,  si,  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base  les  ordres  de 
plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on  vient  à  cbanger  de  base,  les 
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nombres  qui  indiquent  ces  divers  ordres  croîtront  ou  décroitront  tous 
à  la  fois  dans  un  rapport  donné. 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose,  dans  le  théorème  IV,  que  la  cjuan- 
tité  J  se  réduise  à  la  quantité  i,  on  aura  évidemment  ab  =  i,  h  =  -^• 
Donc,  si,  dans  le  système  dont  la  base  est  i,  la  quantité  I  est  un  infi- 
niment petit  de  l'ordre  a,  i  sera  de  l'ordre  -  dans  le  système  qui  aura 

pour  base  la  quantité  I.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  I,  considéré  comme 
l'onction  de  i,  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  peut  en  dire 
autant  de  «considéré  comme  fonction  de  I. 

Le  second  corollaire,  réuni  au  premier,  entraîne  évidemment  le  sui- 
vant : 

Corollaire  III.  —  Si  deux  quantités  infiniment  petites  sont  telles  (jue, 
l'une  étant  prise  pour  base,  l'autre  soit  du  premier  ordre,  le  nombre 
qui  exprimera  l'ordre  d'une  quantité  quelconque  restera  le  môme  dans 
les  deux  systèmes  qui  auront  pour  base  les  deux  quantités  données. 

On  parvient  encore  assez  facilement  h  démontrer,  ainsi  (pie  nous 
l'avons  fait  à  la  page  170  des  Leçons  sur  le  Calcul  infimtèsimaU  un 
théorème  qui  peut  être  employé  avec  succès  dans  la  théorie  des  inté- 
grales singulières  des  équations  difîérentielles,  et  que  nous  allons  raj»- 
peler  ici. 

Théorème  V.  —  Si  Von  désigne  par  i  et  par  f{i)  deux  quantités  infi- 
niment petites,  zéro  sera  la  valeur  unique  ou  l'une  des  tmleurs  que  recevra 
le  produit 

...  ./■('■) 

lonqu  on  y  fera  évanouir  la  (piantilé  i. 

Nous  ajouterons  que,  si  la  fonction  /((;'),  dans  le  système  de  <|uan- 
tités  infiniment  petites  dont  i  représente  la  base,  est  un  infiniment  petit 
de  l'ordre  «,  le  nombre  a  sera  ordinairement  la  valeur  unique  ou  du 
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moins  l'uiu'  des  valeurs  que  recevra  le  produit  de  i  par  la  f'raclion  (:)) 
renversée,  c'est-à-dire  le  rapport 

(6)  ij'{i)  _^    dAj\i) 

fUT~    ~dï~' 

lors(|u'on  y  fera  évanouir  la  quantité  i.  C'est  ce  qui  arrivera,  en  par- 
ticulier, si  l'on  prend  pour/(«)  l'une  des  fonctions 

'"^^     FT^'     ''1(0,     ''Ml(0,      /'sin-^,      .... 

T«»utefois  il  existe  des  fonctions  auxquelles  cette  remarque  n'est  pas 
applicable.  On  peut  citer,  comme  exemple,  la  fonction  imaginaire 


J'^n  ellcf,  si  l'on  pose 


i"\  cos4  +  v/—  I  sin4- 


'      ,     ./—-,.:._    l\  ...     7v/~ 


(  7  )  .A  < )  =  '"  (  cos  -  -+-  \-^~  I  sin  -  I  =r  r' e'        , 

f{i)  sera  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  et  l'on  trouvera 

*'  7-ûr=''-7v'~'- 

Or  il  est  clair  que  cette  dernière  expression  acquerra  une  valeur  infinie 
j)our  une  valeur  nulle  de  la  quantité  i. 


SLR  LES  CONDITIONS  DÉOLIVALENCE 


DEUX   SYSTÈMES  DE   EORCES 


A  Di:S  POINTS  LIÉS  INVARIABLEMENT  LES  UNS  AUX  AUTUES. 


On  (lit  en  Mécanique  que  deux  systèmes  de  forces,  dont  les  points 
d'application  se  trouvent  assujettis  à  des  liaisons  quelconques,  sont 
équivalents,  lorsqu'un  troisième  système,  choisi  de  manière  à  l'aire 
équilibre  au  premier,  fait  en  même  temps  équilibre  au  second.  Cela 
posé,  si  les  points  d'application  ont  été  liés  invariablement  les  uns  aux 
autres,  il  est  clair  que,  dans  le  passage  du  premier  système  au  troi- 
sième, ou  du  second  au  troisième,  les  six  quantités  ci-dessus  i'e|)ré- 
sentées  (pages  i  )i  et  suivantes)  par 

X,     Y,     Z,     L.     M.     N 

devront  conserver  les  mèm'es  valeurs  numériques,  mais  changer  de 
signe.  Par  conséquent,  dans  le  passage  du  premier  système  au  second, 
(dles  conserveront  les  mêmes  valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes. 
Ainsi,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  des  points  liés 
par  des  droites  invariables  soient  équivalents,  il  est  nécessaire  et  il 
suffît  que  de  part  et  d'autre  les  projections  algébriques  des  forces  et  de 
leurs  moments  linéaires  fournissent  les  mêmes  sommes,  ce  qui  revient 
à  dire  que  ces  deux  systèmes  doivent  avoir  la  même  force  principab' 
et  le  même  moment  linéaire  principal. 

Concevons  maintenant  que,  pour  un  système  de  forces  appliquées  à 
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(les  points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres,  on  connaisse  les  six 

quantités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N. 

Pour  que  ce  système  soit  réductible  à  une  force  unique  ou,  en  d'au- 
tres termes,  pour  qu'on  puisse  le  remplacer  par  une  force  équivalente, 
il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  six  quantités  données  soient  pro- 
j)res  à  représenter  les  projections  algébriques  d'une  seule  force  et  de 
son  moment  linéaire.  Par  suite,  il  sera  nécessaiie  et  il  suffira  que  l'on 
ait  en  même  temps 

(i)  X-  +  Y-  +  Z->o. 

(2)  LX  +  MY  +  NZ  =  o. 

Os  conditions  étant  supposées  remplies,  la  force  équivalente  au  sys- 
ti'me  donné  sera  ce  qu'on  nomme  sa  résultante,  et  cette  résultante  ne 
sera  autre  chose  que  la  force  principale  appliquée  à  l'un  des  points  de 
la  droite  dont  les  coordonnées  H,  r,,  l  vérifient  les  trois  équations 

/  YiZ  -C  Y  =  L, 

(3)  ÇX-;Z=rM, 

(  ;  Y-r,X==N. 

Si  l'on  avait  à  la  fois 

(4)  X3=o,         Y  =  o,         Z=^o, 

l'équation  (2)  serait  toujours  vérifiée.  Mais  la  formule  (i)  se  trouverait 
remplacée  par  la  suivante  : 

(5)  X^  +  Y'  +  7J--=o. 

Dans  ce  cas,  le  système  donné  sera  évidemment  réductible  à  deux 
forces  égales  et  parallèles,  mais  dirigées  en  sens  contraires,  de  ma- 
nière à  former  un  couple.  En  effet,  pour  obtenir  un  couple  équivalent 
au  système  dont  il  s'agit,  il  suffira  de  choisir  ce  couple  de  telle  sorte 
(|ue  son  moment  linéaire  ait  pour  projections  algébriques  sur  les  axes 

les  trois  quantités 

L,     M,     N. 
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Pour  y  parvenir,  on  tracera  un  demi-axe  qui  forme  avec  ceux  des 
coordonnées  positives  des  angles  dont  les  cosinus  soient  respective- 
ment 

L  M  N  . 


^/L2  4-  M-  +  N^       v^L^  +  M*  +  N^       v/I^'  +  M'  +  N- 

on  mènera  par  un  point  quelconque  de  l'espace  un  plan  perpendicu- 
laire à  ce  demi-axe,  et  par  deux  points  pris  arbitrairement  dans  ce 
plan  deux  parallèles  quelconques;  enfin  on  divisera  le  radical 


\IU  +  M^  -t-  N^ 

par  la  distance  des  deux  parallèles,  puis  on  portera  sur  elles,  dans 
des  sens  opposés,  deux  forces  égales  représentées  par  le  quotient  et 
dirigées  de  manière  que  chacune  tende  à  faire  tourner  le  plan  de 
droite  à  gauche,  soit  autour  du  demi-axe  primitivement  construit,  soit 
autour  d'un  demi-axe  parallèle  dont  l'origine  coïnciderait  avec  le 
point  d'application  de  l'autre  force.  Il  résulte  de  ces  observations 
qu'après  avoir  obtenu  un  couple  équivalent  au  système  donné,  on 
pourra,  sans  changer  l'effet  de  ce  couple  relativement  à  l'équilibre, 
transporter  son  plan  parallèlement  à  lui-même  partout  oi^i  l'on  vou- 
dra, et  faire  varier  arbitrairement,  dans  ce  plan,  non  seulement  les 
points  d'application  des  deux  forces,  mais  encore  les  droites  suivant 
lesquelles  elles  agissent.  Ces  droites  étant  supposées  connues,  on  eu 
déduira  immédiatement  l'intensité  de  chaque  force.  Il  est  bien  entendu 
que  les  points  d'application  des  deux  forces  du  couple  sont  censés  liés 
invariablement  l'un  à  l'autre  et  à  tous  les  points  que  l'on  considère. 

Si,  pour  le  système  de  forces  donné,  l'équation  (2)  cessait  d'être 
vérifiée,  on  pourrait  substituer  à  ce  système  la  réunion  de  deux  autres 
qui  donneraient,  pour  les  sommes  des  projections  algébriques  des 
forces  et  de  leurs  moments  linéaires,  le  premier  les  six  quantités 

\,     Y,     Z,     o,     o,     o, 

et  le  second  les  six  quantités 

o,     o,     o,     L,     M,     IS. 
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Le  premier  des  deux  nouveaux  systèmes  pourrait  être  remplacé  par  la 
force  principale  appliquée  à  l'origine  des  coordonnées,  et  le  second 
par  un  couple.  Par  suite,  cette  force  et  ce  couple  réunis  seraient  équi- 
valents au  système  donné.  De  plus,  il  serait  permis  de  faire  passer  le 
plan  (lu  couple  par  l'origine  et  même  d'appliquer  à  cette  origine  une 
des  forces  du  couple,  en  la  supposant  dirigée  suivant  une  droite  quel- 
conque. Ajoutons  que  l'origine  des  coordonnées  peut  être  transporté(^ 
en  un  point  quelconque  de  l'espace,  d'où  il  suit  que  le  système  donné, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  A,  Z,  L,  M,  N,  pourra  toujours 
être  remplacé  par  la  force  principale  appliquée  à  un  point  quelconque 
(le  l'espace  et  par  un  couple.  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en 
considérant  ce  système  comme  formé  par  la  réunion  de  deux  autres, 
pour  lesquels  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  et  de 
leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement  de  la  forme 

o,     o,     o,     L  —  j>'oZ -i- r-oY,     M  — ^oX  +  ^o^»     N  — .roY+j'oX. 

Le  couple  qui,  joint  à  la  force  principale,  peut  remplacer  un  système 
donné,  est  ce  que  nous  nommerons  le  couple  principal  de  ce  système. 
D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  ce  couple  principal  dépend  du  point 
d'applicatio:!  de  la  force  principale,  et  son  moment  linéaire  est  égal  et 
parallèle  au  moment  linéaire  principal,  quand  on  prend  le  point  dont 
il  s'agit  pour  centre  des  moments. 

Comme,  dans  le  cas  où  l'on  applique  au  même  point  la  force  princi- 
pale et  une  force  du  couple  principal,  rien  n'empêche  de  composer 
ensuite  ces  deux  forces  entre  elles,  il  est  clair  qu'on  pourra,  si  l'on 
veut,  substituer  au  système  donné,  au  lieu  d'une  force  et  d'un  couple, 
un  système  composé  de  deux  forces  seulement. 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  l'équation  (2) 
est  satisfaite  dans  deux  cas  dignes  de  remarque,  savoir  :  i"  quand  les 
forces  données  sont  parallèles  à  une  même  droite,  par  exemple  à  l'axe 
des  z,  puisqu'on  a,  dans  cette  hypothèse,  X  =  o,  Y  —  o,  N  =  o; 
:>.**  quand  elles  sont  comprises  dans  un  même  plan,  par  exemple  dans 
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le  plan  des  .r,  r,  puisqu'on  a,  dans  ce  cas,  L  =  o,  M  =  o,  Z  =  o.  On 

en  conclut  que,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèses,  le  système  donné  peut 

être  réduit,  soit  à  une  force  unique,  soit  à  un  couple  de  deux  forces 

parallèles  à  l'axe  des  -,  ou  comprises  dans  le  plan  des  .r,  y.  Ajoutons 

qnc,  les  quantités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N 

ayant  des  valeurs  quelconques,  on  pourra  toujours  décomposer  le  sys- 
tème qui  leur  correspond  en  deux  autres  tellement  choisis,  que  ces 
mêmes  quantités  deviennent  respectivement,  pour  le  premier  système. 


el,  pour  le  second, 


o,     o,     z,     L,     M,     o 
X,     Y,     o,     o,     o,     \; 


par  conséquent  en  deux  systèmes,  dont  l'un  renferme  seulement  des 
forces  parallèles  à  l'axe  des  z,  et  l'autre  des  forces  comprises  dans  le 
[)lan  des  .r,  v. 


USAGE  DES  MOMEiMS  LINÉAIRES 


DANS   LA 


RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  D'ÉQUILIBRE 


SYSTEME  INVARIABLE  ASSUJETTI  A  CERTAINES  CONDITIONS. 


Dans  l'article  précédent,  nous  avons  fait  voir  qu'un  système  de  foi'ces, 
appliquées  à  des  points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres,  pou- 
vait toujours  être  remplacé  par  la  force  principale,  appliquée  à  un 
point  quelconque  de  l'espace,  et  par  un  couple;  qu'en  outre,  il  était 
permis  de  supposer  l'une  des  forces  du  couple  appliquée  au  même 
point  que  la  force  principale  et  dirigée  suivant  une  droite  quelconque 
menée  arbitrairement  par  ce  point.  En  partant  de  ces  principes,  on 
trouve  facilement  les  conditions  d'équilibre  d'un  système  invariable, 
retenu  par  un  ou  deux  points  fixes. 

Concevons  d'abord  que  le  système  invariable  soit  retenu  par  un  point 

fixe,  et  prenons  ce  point  fixe  pour  origine  des  coordonnées.  Soiertt,  à 

l'ordinaire,    • 

X,    y,    Z,    ].,    M,    N 

les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données,  et  des  pro- 
jections algébriques  de  leurs  moments  linéaires,  l'origine  étant  prise 
pour  centre  des  moments.  Le  système  de  ces  mêmes  forces  pourra  èlre 
remplacé  par  la  force  principale 


(I)  Il  =  V^X^M- Y- +  Z^ 

appliquée  à  l'origine,  et  par  un  couple  de  deux  forces  Q,  (|ui  agiront 
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on  sens  contraire,  suivant  deux  droites  parallèles  séparées  l'une  de 
l'autre  par  la  distance  D,  l'intensité  Q  de  chaque  force  étant  liée  à  la 
distance  D  par  l'équation 


(^)  QD  =  v/L' -T- M^  +  N^ 

Ajoutons  qu'il  sera  permis  d'appliquer  la  première  force  du  couple, 
aussi  bien  que  la  force  R,  au  point  fixe  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées. Alors  ces  deux  forces  se  trouveront  immédiatement  détruites  par 
la  résistance  du  point  fixe,  et  la  seconde  force  du  couple  pourra  seule 
produire  un  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.  Pour  que  toute 
espèce  de  tendance  à  un  semblable  mouvement  disparaisse  ou,  en 
d'autres  termes,  pour  que  l'équilibre  subsiste,  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  la  seconde  force  du  couple  s'évanouisse  ou  passe  par  l'ori- 
gine, c'est-à-dire  que  l'un  des  facteurs  Q  ou  D  du  produit  QD  s'éva- 
nouisse. Par  suite,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  ce  produit  lui- 
même  se  réduise  à  zéro,  ce  qui  donnera  l'équation 

L2  4-M-  +  N-  =  o, 

à  laquelle  on  pourra  substituer  les  trois  suivantes  : 
(3)  L  =  o,         M  =  o,         Nr=o. 

En  conséquence,  des  six  équations  d'équilibre  qui  se  rapportent  ii  un 
système  invariable  libre  dans  l'espace,  les  trois  dernières  subsistent 
seules,  lorsque  ce  système  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point 
fixe  et  que  ce  point  fixe  est  pris  pour  origine  des  coordonnées.  Ces 
trois  dernières  équations  expriment  que,  pour  le  système  des  forces 
données,  le  moment  linéaire  principal  relatif  ii  l'origine  s'évanouit. 

Si  le  système  des  forces  données  était  composé  simplement  de 
deux  forces  P,  P',  son  moment  linéaire  principal  ne  pourrait  être  nul 
(ju'autant  que  les  moments  linéaires  des  deux  forces  seraient  égaux  et 
directement  opposés  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'autant  que  les 
deux  forces  seraient  comprises  dans  un  même  plan  passant  par  l'ori- 
gine et  auraient  dans  ce  plan  des  moments  égaux.  On  arriverait  aux 
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mêmes  conclusions,  en  partant  des  équations  (3)  qui,  dans  le  cas  pré- 
sont, prendraient  la  forme 

s 
Vf  COS"}.  4-  Vp'cOsV  r=  O, 

Vp  COSjU  H-  Vp'cosiJ.'=z  o, 
Vf  cosv  -+-  V'p' cos'j'  =  o. 

L'équilibre  que  nous  considérons  ici  est  évidemment  celui  d'un  levier 
coudé,  qui  a  pour  point  d'appui  l'origine  des  coordonnées,  et  pour 
l>ras  les  droites  invariables  menées  de  cette  origine  aux  points  d'appli- 
cation des  forces  P,  P'.  Les  deux  forces,  devant  avoir  des  momenis 
égaux  dans  le  cas  d'équilibre,  seront  alors  en  raison  inverse  des  per- 
[jondiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  leurs  directions.  Si  le  levier 
est  droit  et  que  les  deux  forces  soient  parallèles,  on  pourra  substituei' 
il  la  raison  inverse  des  perpendiculaires  la  raison  inverse  des  deux  bras 
de  levier. 

Passons  maintenant  à  l'équilibre  d'un  système  invariable  autour  de 
deux  points  fixes  ou,  ce  qui  revient  au  même,  autour  d'un  axe  fixe;  et 
prenons  cet  axe  pour  axe  des  z.  En  conservant  les  mêmes  notations 
(jue  ci-dessus,  on  pourra  toujours  remplacer  le  système  des  forces  don- 
nées par  la  force  principale 

R  =  v/X-4-Y2+Z^ 

appliquée  à  l'origine  et  par  deux  forces  Q  formant  un  couple  dont  le 
moment  QD  sera  déterminé  par  l'équation  , 


L'origine  se  trouvant  située  sur  l'axe  fixe  et  par  suite  étant  elle-même 
fixe,  si  on  lui  applique,  ce  qui  est  permis,  la  première  force  du  couple 
aussi  bien  que  la  force  R,  la  seconde  force  du  couple  pourra  seule  pro- 
duire un  mouvement  de  rotation  du  système  invariable  autour  de  l'axe 
ïi\Q.  Pour  que  ce  mouvement  devienne  impossible,  il  sera  nécessaire 
et  il  suffira  que  la  seconde  force  du  couple  agisse  suivant  une  droite 
(jui  coupe  l'axe  des  :;  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  plan  du  couple 
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passe  par  l'axe  des  z-.  Cette  condition  sera  remplie  si  le  moment  linéaiic 
du  couple  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  auquel  cas  sa  projcclion 
algébrique  sur  cet  axe,  c'est-à-dire  la  quantité  N,  devra  se  réduire  à 
zéro.  Donc,  pour  le  système  invariable  assujetti  à  tourner  autour  de 
l'axe  des  z,  une  seule  équation  d'équilibre  subsiste,  savoir,  l'équation 

(1)  N  =  o. 

On  prouverait  de  même  que  l'équation 

exprime  la  condition  unique  d'équilibre  dans  le  cas  où  l'on  fixe  l'axe 

(les  V,  et  l'équation 

L  =  o 

dans  le  cas  où  l'on  fixe  l'axe  des  jc. 

Si  le  système  invariable  pouvait,  non  seulement  tourner  autour  de 
l'axe  des  :;,  mais  encore  glisser  parallèlement  à  cet  axe,  il  faudrait  ;i 
l'équation  d'équilibre 

(4)  N  =  o 

joindre  la  suivante  : 

(5)  Z  =  o. 

En  elFet,  les  forces  du  couple  pouvant  être  censées  agir  suivant  deux 
droites  parallèles  entre  elles,  mais  perpendiculaires  ii  l'axe,  poui- 
(ju'il  n'y  eût  pas,  dans  l'hypotbèse  admise,  de  mouvement  dans  le 
sens  de  l'axe,  il  serait  nécessaire  et  il  suffirait  que  la  force  princi- 
pale R  devint  elle-même  perpendiculaire  n  l'axe.  Or  cette  condition 
se  trouve  exprimée  par  la  formule  (5). 

Si  plusieurs  points  du  système  invariable  étaient  assujettis  à  de- 
meurer dans  un  plan  fixe  donné  de  position,  par  exemple  dans  le 
plan  des  .r,  j,  on  décomposerait  le  système  de  forces  qui  correspond 

aux  six  quantités 

X,     Y,     Z,     F.,     M,     N 
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en  deux  autres  tellement  choisis,  que  ces  six  quantités  devinssent 

respectivement 

o,     o,     Z,     L,     M,     o 

pour  le  premier,  et 

X,     V,     o,     o,     o,     N 

pour  le  second.  Le  premier  des  nouveaux  systèmes  de  forces  serait 
réductible,  ou  à  une  force  unique  parallèle  à  l'axe  des  s,  ou  à  un 
couple  de  deux  forces  qui,  se  trouvant  comprises  dans  un  plan  paral- 
lèle à  l'axe,  pourraient  être  censées  dirigées  dans  ce  plan  suivant 
deux  droites  parallèles  à  ce  même  axe;  et,  comme,  dans  l'hypothèse 
admise,  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  z  ou  perpendiculaires  au  plan 
des^-,  y  ne  sauraient  produire  aucun  effet,  il  est  clair  que  les  forces  du 
second  système  seraient  les  seules  qui  pussent  troubler  l'équilibre. 
Or  ce  second  système  peut  évidemment  se  réduire,  soit  à  une  force 
unique  comprise  dans  le  plan  des  x,y,  soit  à  un  couple  de  deux  forces 
renfermées  dans  ce  même  plan,  à  moins  que  les  trois  quantités 

X,    Y,     N 

ne  s'évanouissent,  c'est-à-dire,  à  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois 

(  T)  )  \  =  o,  Y  =  o,  N  r=  o. 

Si  ces  trois  équations  ne  sont  pas  vérifiées,  la  force  ou  le  couple  équi- 
valent au  second  système  tendra  certainement  à  produire  un  mou- 
vement de  translation  ou  de  rotation  des  points  situés  dans  le  plan 
des  a:,  y,  et  l'équilibre  ne  pourra  subsister.  Au  contraire,  si  les  con- 
ditions (6)  sont  remplies,  les  forces  comprises  dans  le  plan  des  .t,  j 
pourront  être  remplacées  par  une  résultante  nulle,  d'où  il  suit  qu'elles 
se  feront  mutuellement  équilibre;  par  conséquent,  dans  l'hypothèse 
admise,  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  aux  équations  (G). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'espèce  d'équilibre  dont  nous  venons 
de  nous  occuper  en  ce  moment  comprend,  comme  cas  particulier, 
l'équilibre  de  plusieurs  forces  situées  dans  le  plan  des  a-,  y,  et  appli- 
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(juées  dans  ce  plan  à  un  système  de  points  invariable,  que  l'on  sup- 
pose entièrement  libre. 

De  même,  l'équilibre  d'un  système  invariable  assujetti  à  tourner 
autour  de  l'axe  des  z  comprend,  comme  cas  particulier,  l'équilibre  de 
plusieurs  forces  situées  dans  le  plan  des  r,  y,  et  appliquées  dans  ce 
plan  à  un  système  invariable  de  points,  assujetti  à  tourner  autour  de 
l'oriçrine. 

Il  snffit,  au  reste,  de  comparer  cet  article  et  l'article  précédent  au 
(]bapitre  II  de  la  Statique  de  M.  Poinsot  pour  reconnaître  l'analogie  et 
la  liaison  qui  existent  entre  la  tliéorie  des  moments  linéaires  el  la 
tbéorie  des  couples. 


Œuvres  de  f.  —  S.  II.  t.  VI. 
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TiiKORKMn.  —  Soient 

(i)      {{x)-=ik{.v  —  a){.r  —  0){.i'  —  c).  ..=  k\v"'-\-  /.c'"^'  +  .  .  .-\-px  +  q 

cl 

(0.)     r(,r)  —  K(.r  —  A)  (^  -  B)  (.r  —  C) .  .  .  =  k.r"  +  L:r"-'  + .  .  .  +  P.r  4-  0 

deux  polynômes  en  x,  le  premier  du  degré  m,  le  second  du  degré  n;  soil 
d'ailleurs  R  une  (ptantité  constante.  O/i  pourra  toujours  former  deux  autres 
polynômes  u,  v,  le  premier  du  degré  n  —  \ ,  le  second  du  degré  m  ~  \ ,  et 
(pd  seront  propres  à  vérifier  l  équation 

(3)  «f(.r)  +  rF(.r)=rR. 

Démonstration.  —  En  verlii  (If  la  formule  d'interpolation  deLagran^, 

la  somme  des  produits  de  la  forme 

f(x) 

K  (-r  -  h)  (.r  -  c)  ■  ■  .(X  -  A)  (.r  -  B)  (X  -  C).  ■ .  ^  j^  x -- a 


{a-b){a  —c):..{a  —  K)  {a  -R)(a-C)...  f'(«)F(rt) 

et  des  produits  de  la  forme 

f(,.)li:^ 

(.r  -  g)  (.r  -  h)  (X  -  r).  .  .  (.r  -  B)  (.r  -  C) .  .  .  ^  {^  _l_jflZlJ^ , 

"  (A  -  fl)  (  A  -  /^)  (A  -  r). . .(  A  -  R)  (  A  -  G) . . .  "  r(A)  F'(a) 

sera  équivalente  à  R.   Par  conséquent,  on  vérifiera  l'équation  (3;  en 


prenant 

(4)  u  =  j\ 

et 
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F(.r)  F(.r)  F(.r)  '1 

V  —  A  ,/•  —  li  .V  —  C  I 


f(A)F'(A)       f(n)F'(B)       r(C)F'(C) 


[ 

r      <^(-^)  f(-y)  f(.r)  '1 

I       .V  —  a  t  —  h  X  —  c  I 

LF(a)  f(a)  '^  V{h)  f  (/>)  +  F(c)  r'(c)  +•  '  '  J 


(5)  r  =  R 

Donc,  etc. 

A'bm.  —  Si  l'on  voulait  déterminer  directement  les  polynômes  u  et  v 
de  manière  à  vérifier  l'équation  (3),  et  en  réduisant  leurs  degrés  aux 
plus  petits  nombres  possibles,  il  suffirait  d'observer  qu'en  vertu  de 
cette  équation  on  doit  avoir 

Pour  .r  =  A //  =^  „    .    •  pour  .r  —-  U 


f(A)'  ' I\li)' 

Pour  a:  :=  a i'  ^=z  j^- — r  ;  pour  x  =.  i 


On  connaît  donc  n  valeurs  différentes  de  u  et  m  valeurs  dilTérentes 
de  V.  Cela  posé,  les  polynômes  les  plus  simples  que  l'on  puisse  prendre 
pour  //  et  c  devront  être,  en  général,  le  premier  du  degré  ji  —  \,  le 
second  du  degré  m — i;  et,  si  on  les  détermine  par  la  formule  de 
Lagrange,  à  l'aide  des  valeurs  particulières  que  nous  venons  d'obtenir, 
on  retrouvera  précisément  les  équations  (4)  et  (5). 

Corollaire  I.  —   Supposons  que  l'on  prenne 

(6j  R  =  /.'"K" {a  —  A)  («  —  B)  {a  —  C)...(/>  —  A)  (/>  —  B)  {h  _  C)...(c  —  A)  (c  —  B)  (r  —  C)... 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 
(7)  R^A"'F(a)F(Z;)F(c)...  =  (— i)""'K«f(A)f(B)f(C).... 

Le  premier  des  deux  produits 

F(«)F(/.)F(c)...,     f(A)f(B)fa:j... 

sera  évidemment  une  fonction  entière  et  symétrique  des  racines  de; 
l'équation  f(.r)  =  o,    et,   par  conséquent,   une  fonction  entière   des 


(8)  ,.==(- 
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quantités 

tandis  que  le  second  sera  une  fonction  entière  des  quantités 

Ces  conditions  ne  peuvent  être  remplies  simultanément  qu'autant  que 
la  valeur  de  R,  déterminée  par  la  formule  (7),  est  une  fonction  entière 
des  quantités^,  /,...,/;,  r/;  K,  L,  ... ,  P,  Q.  Ajoutons  que,  si  Ton 
adopte  cette  valeur  de  R,  les  équations  (/|)  et  (5)  se  réduiront  à 

,„^^„  faJ)f(C)f(l))...(R-C)(B-D)...(C-D)...(^-B)Cr-C)(.r-D)...- 
(A-B)(A-C)(A-D)...(lî-C)(B-D)...(C-D)... 

{a  —  b)  {a  —  c)  [^a  —  ci)  ...^b  ~  c)  {^b  —  d)  ...{c  ~  d) ... 

Or  les  deux  termes  de  la  fraction  que  renferme  l'équation  (8)  sont  des 
fonctions  alternées  des  quantités  A,  13,  C,  D,  . . . ,  c'est-à-dire  des  fonc- 
tions qui  obtiennent  des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives, 
mais  toutes  égales,  au  signe  près,  lorsqu'on  échange  ces  quantités 
entre  elles.  De  plus,  la  fonction  alternée  qui  représente  le  dénomina- 
teur, étant  la  plus  simple  de  son  espèce,  divisera  celle  qui  forme  le 
numérateur  [voirX-à  première  Partie  du  Cours  de  V  École  Polytechnique, 

p.  73).  Il  en  résulte  que  le  rapport  ^^^  sera  une  fonction  symétrique  et 

entière  des  racines  de  l'équation  F(a7)  =  o.  Donc,  par  suite,  u  sera 
une  fonction  entière  des  quantités 

/      /  1^      L  PO 

et  de  la  variable  x.  Par  la  même  raison,  v  sera  une  fonction  entière  des 
(juantités 

K      T  p      n  •     /       ^      .         P      '1 

A  A"        k 

et  de  la  variable  x.  On  doit  en  conclure  que  u  (iiv  seront  équivalents, 
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OU  à  deux  fonctions  entières  des  quantités  x,k,  l,  . . . ,  p,  r/;  K,  L,  . . . , 
P,  Q;  ou  à  deux  semblables  fonctions  divisées,  la  première  par  une 
puissance  de  K,  la  seconde  par  une  puissance  de  k.  Or,  R  désignant 
déjà  une  fonction  entière  des  quantités  k,  l,  . . , ,  p,  q;  K,  L,  . . . ,  P,  Q, 
et  les  quantités  ii,  v  devant  satisfaire  à  l'équation  (3),  la  seconde  sup- 
position ne  saurait  être  admise.  Donc,  si  l'on  attribue  à  R  la  valeur 
fournie  par  l'équation  (6)  ou  (7),  R,  u  et  (^  seront  des  fonctions  entières 
des  quantités  k,  l,  . . . ,  p,  q;  K,  L,  . . . ,  P,  Q  et  de  la  variable  r,  qui 
entrera  seulement  dans  u  et  ç'.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que,  dans 
ces  fonctions  entières,  les  coefficients  numériques  seront  toujours  des 
nombres  entiers. 

Corollaire  II.  —  Dans  le  cas  où  l'on  suppose  ^-  =  i ,  K  ^  i ,  les  équa- 
tions (G)  et  (7)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(lo)  R  =  («— A)(«  —  R)(a  — C). ..(/>— A) (^  —  R)(Z>  —  C)... (c—A)(c  —  R)(c  —  C)..., 
(u)  R  =  F(a)F(^*)F(c)...=z(-i)'«''f(A)f(R)  f(C).... 

Ce  cas  particulier,  auquel  on  ramène  Aicilement  tous  les  autres,  est 
celui  que  nous  avons  considéré  dans  le  Mémoire  présenté  à  l'Institut  le 
22  février  1824. 

Corollaire  III.  —  Pour  que  les  deux  polynômes  f(^),  ¥{x)  secbangenl 
en  deux  fonctions  entières  de^t-  et  r,  la  première  du  degré  m,  la  seconde 
du  degré  n,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  quantités  k,  /,  ..., p,  q 
et  K,  L,  ...,  P,  Q  deviennent  des  fonctions  entières  de  r,  des  degrés 
représentés  par  les  nombres  o,  r ,  . . . ,  m  —  \ ,  m,  et  par  les  nombres  o, 
I .  . . . ,  n  —  \ ,  n.  Alors,  les  rapports 
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y 
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y  m  ' 
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■  '      ~Y>^i  ' 
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se  réduisant  à  des  quantités  finies  pour  des  valeurs  infinies  de  y,  on 
pourra  en  dire  autant  des  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  les  deux 
équations 


/.\r"'  H X'"-'  +  ...  H ^  X  + 


V 


■y  y/H—l  yf, 
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et 
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c'est-à-dire  des  rapports 
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Cela  posé,  la  valeur  de  R,  fournie  par  l'équation  (G)  ou  (7),  sera  évi- 
demment une  fonction  entière  de  y,  d'un  degré  inférieur  ou  tout  au 
plus  égal  au  produit  mn.  De  plus,  si,  dans  cette  hypothèse,  on  écrit 

i\^T,y),  F(.r,  j),  au  lieu  de  f(.r)  et  de  F(,r),  la  formule  (3)  deviendra 

(l'O  II  ({a-,  y)  +  V  V{.z-,y)  =  R, 

et  il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  de  y,  qui  permettront  de  vérifier 
simultanément  les  équations 

(i3)  f(x,r)  =  o,         F(,r,r)  =  o, 

devront  satisfaire  à  l'équation 

(i-i)  R  =  o. 

Corollaire  I\  .  —  11  suit  du  corollaire  précédent  que,  étant  données 
deux  équations  algébriques  en  x  et  y,  l'une  du  degré  m,  l'autre  du 
degré  //,  on  pourra  toujours  en  déduire,  par  l'élimination  de  œ,  une 
équation  en  y,  dont  le  degré  sera  tout  au  plus  égal  au  produit  mn.  De 
plus,  on  formera  aisément  le  premier  membre  de  l'équation  en  y,  par 
la  méthode  fondée  sur  la  considération  des  fonctions  symétriques. 
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Corollaire  V.  —  Lorsque  les  quantités  k,  /,  ...,/;,  7;  K,  L,  . . . ,  P, 
Q,  c'est-à-dire  les  coefficients  des  deux  polynômes  f(a:)  et  F(.r)  se 
réduisent,  aux  signes  près,  à  des  nombres  entiers,  on  peut  en  dire 
autant  des  coefficients  des  fonctions  a  et  v  déterminées  par  les  for- 
mules (8)  et  (9);  et  la  valeur  numérique  de  la  quantité  R,  donnée  par 
l'équation  ((3)  ou  (7),  est  pareillement  un  nombre  entier.  Dans  ce  cas, 
si  une  même  valeur  entière  de  x  rend  les  polynômes  ï(x)  et  F(.r)  divi- 
sibles par  un  certain  nombre/?,  on  conclura  de  la  formule  (3)  que/; 
est  un  diviseur  entier  àe  R.  En  d'autres  termes,  si  l'on  adopte  la  nola- 
tion  de  M.  Gauss,  les  formules 

(•5)  f(.r)=o     (mo(ly>)         et         E(.r)  =  o     (mo(l/>) 

entraîneront  la  suivante  : 

(16)  R  =  o     (mo(l/>). 

X  l'aide  de  cette  dernière  formule,  on  déterminera  facilement  tous  les 
nombres  entiers  qui  pourront  être  communs  diviseurs  des  deux  polv- 
nômes  î(x)  et  ¥{x).  Le  plus  grand  de  ces  nombres  entiers,  on  le  plus 
grand  commun  diviseur  entier  des  deux  polynômes,  sera  précisément  la 
valeur  numérique  de  R.  Si  cette  valeur  numérique  se  réduit  à  l'unité, 
les  deux  polynômes  n'auront  jamais  de  communs  diviseurs;  ils  en 
auront  une  infinité  si  elle  se  réduit  à  zéro. 

Corollaire  VI.  —  A  l'aide  des  principes  ci-dessus  établis,  on  prou- 
verait aisément  que,  si  l'on  donne  plusieurs  polynômes  ou  fonctions 
entières  de.r,  j,  z,  ...  dont  le  nombre  surpasse  d'une  unité  celui  des 
variables  qu'ils  renferment,  et  dont  les  coefiicients  soient  entiers,  on 
pourra  former  un  nombre  entier  qui  sera  divisible  par  les  diviseurs 
communs  de  tous  ces  polynômes.  Si  l'on  considère  en  particulier  trois 
polynômes  de  la  forme 

(•:)  F(,r,j),      f(.r)      et     f(j), 

on  trouvera  que  le  plus  grand  nombre  entier  qui  puisse  les  diviser 
simultanément  est  égal,  au  signe  près,  à  la  valeur  de  R  déterminée 
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par  l'équation 

1 8)  R  =  K"'('«+')  F(^,  a)  V{a,  b)  ¥{a,  c)...  V{b,  a)  V{b,  b)  l\b,  c) .  .  .  V\c,  a)  F(c,  b)  F(c,  c) .  .  . , 

a,  h,  c,  . . .  désignant  les  racines  de  l'équation  f(a?)  =  o. 

Corollaire  Vif.  —  Tout  nombre  premier/;,  divisant  nécessairement 


le  binôme 


2Tr  , .         271    \   /  ^TT  / .         47r 


(19)  .ri'—a;  =  x[  .r  — cos i/—\  sm ■      .r  — cos— ^^ —  —  v— ism— i —   ...(^•  — i), 

(juelle  que  soit  la  valeur  entière  de  .r,  il  suit  du  corollaire  V  que  tout 
diviseur  premier/?  d'un  polynôme  F(^)  divisera  le  produit 

C^^o)    R=F(o)Ffcos-^^  +y/:rTsin^^VCcos^^+i/:r7sin_i^Y.,F(0, 

qui  peut  être  présenté  sous  la  forme 

(21)  R=±ARC...(A/'-'  — i)(B"-'  — OlC-'— i)..., 

lorsque,  le  coefficient  du  premier  terme  de  F{x)  se  réduisant  à  l'unité, 
on  désigne  par  A,  B,  C,  . . .  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  o.  Si  l'on 
suppose  en  particulier 

h{œ)-=z 

[n  étant  un  nombre  premier  quelconque),  on  trouvera 

R  r=  o  OU  R  =111=2,  .  •-' 

suivant  que/?  sera  ou  ne  sera  pas  de  la  forme  de  nx-\-i.  Donc  les 
nombres  premiers  impairs  de  cette  forme  sont  les  seuls  qui  puissent 
diviser  le  binôme  a?"H-  i,  sans  diviser  x -h  i .  Cette  proposition  était 
déjà  connue. 

Corollaire  VIII.  —  Tout  nombre  premier  p,  divisant  les  deux  bi- 
nômes xP  —  X  et  y'' —  y ,  quelles  que  soient  les  valeurs  entières 
de  a:  .et  j,  on  pourra  diviser  le  polynôme  Y(x,y)  sans  diviser  le 
nombre  qui  représente,  au  signe  près,  le  second  membre  de  l'équa- 
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tion  (i8),  dans  le  cas  où  l'on  prend  pour  a,  h,  c,  ...  les  racines  de 
l'équation  x^  —  x  =  o. 

On  pourrait  étendre  considérablement  les  applications  du  théo- 
rème ci-dessus  démontré  (p.  202);  mais  nous  nous  bornerons  pour 
le  moment  à  celles  que  nous  venons  d'indiquer. 

P.-S.  -  Le  théorème  qui  l'ait  l'objet  de  cet  article  {)eut  être  facile- 
ment déduit  du  calcul  des  ré&idus.  En  effet,  si,  dans  la  formule  (59) 
de  la  page  i43,  on  pose 

W  désignant  une  quantité  constante,   et  f(^),  Y{x)  deux  fonctions 
entières  de  x,  on  trouvera 


R 


\{x)T{x 


P       n  I 

R  I 


r  - 

^  {x 


<^(.x--^)f(-)  ((F(-)))    '    ^{x-z)V{z){{{{z))) 
cl,  par  suite, 

On  aura  donc 

(3)  //f(^)  +  t'r(,r)  -:R, 

pourvu  que  l'on  suppose 


('i3) 


U  --=     ) r— 


I{  f (  r 


(^  {x  —  z)Uz)  ((Fi-)  )) 


<^{.V^-^Z)1'[Z)    {{i\z))) 


Or  les  valeurs  de  //  et  r,  déterminées  par  les  équations  (23,  se 
réduisent  évidemment  à  des  fondions  entières  de  x,  dont  les  degrés 
sont  inférieurs  d'une  unité  aux  degrés  des  fonctions  proposées  F(.r) 

et  î{x). 


OF.urrrs  de  C.  —  S.  U.  t.  M. 
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APPLICABLKS 


AUX  RÉSIDUS  DES  FONCTIONS, 


ET    SUR    LK 


CIIAXGEHEXT   DE   VARIABLE   1\I)ÉPEXDAM'E   l)A\S   1-E   CALCIL    DES   RKSIDIJS. 


Nous  avons  déjà  remarqué  (p.  170)  que  l'on  peut,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  substituer  au  résidu  intégral  d'une  fonction  donnée  un 
résidu  relatif  à  une  valeur  nulle  de  la  variable.  Des  substitutions  du 
même  genre  peuvent  encore  être  effectuées  à  l'aide  de  quelques  autres 
formules  que  nous  allons  faire  connaître. 

Considérons   d'abord  une  fonction  /{z)  qui  devienne  infinie  pour 
z  =  z,,  et  supposons  que  l'on  puisse  assigner  au  nombre  entier  m  une 
valeur  telle  que  le  produit 
(0  {z-z,y"Az) 

s'évanouisse;  ce  qui  arrivera  nécessairement  si  la  fonction  /(:;)  est 
développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières,  mais  positives  ou  négatives,  de  la  variable  z.  .le  dis 
<[ue  le  résidu  de  la  fonction  donnée /(-),  relatif  à  la  valeur  z  =  z,, 
s'évanouira,  en  sorte  qu'on  aura 


i^ 


{{-■-^■^)) 


I^]tTectivement,  si  l'on  représente  par  f(c)  le  produit  (i),  ou,  en  d'autres 
termes,  si  l'on  pose 
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on  trouvera 

ot,  par  suite, 


I .  i . 3 . . . ( /?«  —  I )  i  .2.3 .  .  ./il 

On  pourrait  encore  démontrer  la  formule  (i)  de  la  manière  suivante. 
Si  l'on  développe  la  fonction  (3)  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  :;  —  ::,,  on  trouvera 

et,  par  conséquent, 


(6)    -^ 

/ ■ !— !i  -L.  . f('«+i)  (  -.,)-i- 

[  i.2.'6...{m~-i)   {z  —  zj'^  i.'A/6...,n{m-^})  \-i)^---- 

Ov,  le  second  membre  de  la  formule  (6)  ne  renfermant  point  de  terme 
proportionnel  à  la  première  puissance  de  _   '  _  ,  on  en  conclut  immé- 

Z  Cj 

diatement  que   le   résidu   de  la   fonction  dérivée  f'{z),   relatif  à   la 
valeur  ^,  de  la  variable  z,  se  réduit  à  zéro. 
Concevons  maintenant  que  l'écjuation 

admette  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires  z^,  z.,,  z, et  dési- 
gnons par  'C  l'une  quelconque  d'entre  elles;  '(  sera  encore  une  racine  de 
l'équation 

'''  777)  =°- 


^ 


212  SUR   QUELOUES  TRANSFORMATIONS 

Car,  si  Ton  représente  par  z' une  quantité  infiniment  petite,  la  fonction 

(9) 


/(C  +  0 


s'évanouira  pour  i=o;  et,  en  vertu  du  théorème  (5)  de  la  page  189, 
le  rapport  de  cette  l'onction  à  sa  dérivée,  c'est-à-dire  la  fraction 


(.0)  _/(C-HO       _      /(C 


/'(C  +  o  /'(Ç  +  O 


[/(Ç  +  O? 


s'évanouira  de  même  avec  i;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 
la  fonction /'(^)  deviendra  infinie,  avec /(s),  pour  z-  =  ^Ç.  On  peut 
ajouter  que,  si  la  fonction /'(s)  devient  infinie,  et  fournit  un  résidu 
différent  de  zéro,  pour  une  valeur  donnée  s  de  la  variable  z-,  s  sera 
nécessairement  une  racine  de  l'équation  (7).  En  effet,  soit  A  le  résidu 
dont  il  s'agit,  et 

(")     /V-)^rT^.  +  ,.'^'-;'._.  +... 4-^.4- A,+  A-(. -.)+... 

le  développement  de/'{z)  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  —  s. 
On  trouvera,  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  formule  (i  i), 


('2)  {/{z) 


A,  I  A, 


/•  —  I    (-  —  5)''-'         r  — -i  {z  —  s)''-'^ 
\i{z  ~s)  -i-  \o{z  —  s)  -{-.  .  ,  +  coiisl.; 


et,  puisqu'en  vertu  de  l'hypothèse  admise  le  premier  au  moins  des 
(,'oefficients  A,  A.,  ...,  A,.^,,  A,,  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro, 
il  est  clair  que  la  fonction/(5)  deviendra  infinie  pour  z  =  s.  Cela  posé, 
si,  pour  chaque  valeur  'C  de  z,  propre  à  vérifier  l'équation  (7),  on  peut 
choisir  le  nombre  entier  m  de  manière  que  la  valeur  du  produit 

correspondante  -à  z  =  'Ç,  soit  finie  et  différente  de  zéro,  on  aura  évi- 
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(lemmeiit,  en  vertu  de  la  formule  (2), 


('D 


£((/'(--)  ))=o. 


De  même,  en  désignant  par  x,,  X,  r„,  Y  des  quantités  quelcon(|ues, 
on  trouvera 

(••■')  '^t\(/(-)))  =  o, 

si  la  eondition  que  nous  venons  d'énoncer  se  trouve  remplie,  au  moins 
pour  les  racines  de  l'équation  (7)  dans  lesquelles  la  partie  réelle  est 
comprise  entre  les  limites  a?„,  X,  et  le  coefficient  de  s  -  i  entre  les 
limites  r„,  Y. 

Supposons  maintenant 

(i<i)  f{z)=.o{z)ySz). 

On  aura 

(•7)  /'(^^)  =  ?(--)/;(--) +  ?'(^-) /.(--). 

Par  conséquent,  les  équations  (i  "i)  et  (i o)  donneront 
et 


^'.^£^^  ((  ?(^)  7.'(^-)  )) -■  -  ^'V  ((  c?'(--)  Z(  :^)  )). 


La  formule  (18)  ou  (19)  subsiste  lorsque  les  racines  des  deux  équations 

(20) 

{9.x) 


?(-; 


x(-) 


véritient  les  conditions  auxquelles  nous  supposions  précédemment 
assujetties  les  racines  de  l'équation  (7).  Si  ces  conditions  étaient  seu- 
lement vérifiées  pour  les  racines  de  l'équation  (20),  il  faudrait  à  la 
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formule  (i8)  ou  (19)  substituer  Tune  des  suivantes  : 

(9.2)  '  ^((9(-)))7:(--)  =  -<î^((?'(^)))>:^^)' 

Les  formules  (18),  (19),  (21)  et  (22)  peuvent  être  appliquées  avec 
succès  au  développement  des  fonctions  en  séries.  Leur  emploi,  dans 
le  calcul  des  résidus,  offre  des  avantages  semblables  à  ceux  que  l'on 
retire,  dans  le  Calcul  infinitésimal,  de  l'intégration  par  parties. 

Nous  terminerons  cet  article  en  établissant  les  formules  à  l'aide 
desquelles  on  peut  opérer,  dans  le  calcul  des  résidus,  un  changement 
de  variable  indépendante. 

Soit  z^  une  valeur  de  z-  propre  à  vérifier  l'équation  (7).  Soit  de  plus 
/,  une  valeur  correspondante  de  la  variable  t  liée  à  la  variable  z  par 
l'équation 

(9^)  ^-  =  '1(0; 

et  concevons  que  l'on  veuille  transformer  le  résidu 

de  manière  que  le  signe  ^  se  rapporte,  non  plus  à  la  variable  z,  mais 
à  la  variable  /  considérée  comme  indépendante.  Si  l'équation  (7)  n'a 
(ju'une  seule  racine  égale  à  ::,,  le  produit 

(26)  (:;-^-.)/(^-)=[^(0-^(^.)]/['M0] 

obtiendra  une  valeur  finie  pour  z  =  z,,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
pour  /  =  /,,  et  cette  valeur  sera  précisément  celle  du  résidu  (25). 
D'ailleurs,  on  a  généralement,  pour  t  —  ti, 


(.-)  +14^=^.(0 
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et,  par  suite, 

i  [^(0-'M^.)]/['KO] 

à  moins  que  la  fonction  dérivée  '^{t)  ne  prenne  une  valeur  nulle  ou 
infinie  pour  t  —  t^.  Donc,  si  l'on  excepte  ce  dernier  cas,  le  résidu  ('2,)) 
coïncidera  nécessairement  avec  la  valeur  du  produit 

correspondante  à  /  =  /,,  et,  par  conséquent,  avec  le  résidu  de  la  fonc- 
tion 

/[4>(0]r(0 

relatif  à  la  valeur  /,  de  la  variable  t.  On  aura  donc  alors 

(3o)  ç{z-z,)j\z)  ^  ç{i-h)J\WM\t) 

Concevons  maintenant  que  l'équation  (7)  admette  m  racines  égales 
à  :?,,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Alors,  si  l'on  représente 
par  f(^)  le  produit 


(0 

(z~z,y"j{z), 

on  tri 

)uvera 

/(^)  = 

{z         -3 1  ) "' 

1  '    ^'^''^    1 

' 

I  (z-z,)"^-^    '   ••• 

(3i)    ' 

1.2.6. . 

.{m -2)   {z-^z,y    ' 

1.2.3.  .  .(/?t  —  i)      :■  ~  Zi 

1 

I 

1.2.3. . 

Ç(m)(  -    ^     I 

~"  "'•              {'(/ii-hi)  (  -  \    < 

\ 

.ni         ^^'^    '    ,.2.3.. 

.m(m  +  i)             l-.J       ■••, 

et,  par  suite, 

I  iv»--i)(-,) 


(32)  /{z)  =  .T{z)-i- 


1 . 2 . 3 .  . .  (  /?t  —  I  ) 
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pourvu  que  l'on  suppose 


J(^)=:- 

(  33  ) 


1  .  ',i  .  3  .  .  .  (//<  —  2  )         Z  —  -^1 


}  .9. .?) .  .    m  2   i  .'2  .3  .  .  ./}i  {/n  -\-  i 

Or  on  tirera  de  l'équation  (32),  en  y  remplaçant  z  par  '|(/), 

(3',)      fwm=n-H')]+  ,^,,,,,\,„_^,^  ^"p^ll^y 

et  l'on  en  conclura 

(  ç{f-t,)f['h{t)]'y(t) 
<35))  .,       ^.-F[4.(0] 

(       "C  {{t-t,})  '^  ^.2.i..{m-J)<^{{t-f.,))['i{t)~■lJ{lJ\' 

D'ailleurs,  i(^)  étant  une  fonction  de  z  développable  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  z  —  z-,,  .1^['|(0]  sera,  en  général,  une  fonction 
développable  suivant  les  puissances  ascendantes,  non  seulement  de  la 
différence  •\>{t)  —  K/,),  mais  encore  de  /  —  /,.  On  aura  donc,  en  vertu 
de  l'équation  (2), 

et,  par  conséquent,  la  formule  (35)  donnera 

, . ,  p i±zjA/i'Hjy\ n^^ _    f'^-'H--.)     p (t-i,)'Y{t) 

■^'  ^         {{t-t,))         ~  i.2.3...(m-i)<-((«-/,))['HO-'M^.)J 

De  plus,  si  la  fonction  ■|'(^)  prend  une  valeur  finie  et  différente  de 
zéro  pour  /  =  /,,  on  pourra  en  dire  autant  du  rapport 

(.8)  ■      iifl^, 


(4o) 
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dont  les  logarithmes  réels  ou  imaginaires  siéront,  en  général,  des  fonc- 
tions de  t  développables  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i  —  /,  ; 
et  comme,  en  désignant  par  m[t)  un  de  ces  logarithmes  pris  dans  le 
système  dont  la  base  est  e,  on  trouvera 

on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

-  ((«-<i))[']^(0-'i(^.)] 

_   p  {i  —  t^)w'{t)        y  ■  _^  y  '  ^  , 

Cela  posé,  la  formule  (37)  se  réduira  évidemment  à 

^^''^       <^  ((^~^))  i.:^.3...(m-i)        <--     ((:;-^i)) 

c'est-à-dire  à  l'équation  (3o). 

Si  la  fonction  }(/)  obtenait,  pour  /  =  /,,  une  valeur  nulle  ou  infinie, 
on  pourrait  en  dire  autant  de  la  fraction  (38),  et  l'équation  (3o)  cesse- 
rait d'avoir  lieu.  Concevons  que,  dans  cette  même  hypothèse,  la  frac- 
tion 

dans  laquelle  \k  désigne  un  nombre  quelconque,  obtienne  une  valeur 
finie  différente  de  zéro.  Ou  trouvera,  en  désignant  par  m[t)  l'un  des 
logarithmes  népériens  réels  ou  imaginaires  de  la  fraction  (42)  et  en 
ayant  égard  à  la  formule  (■?.), 

r  {i-t,)^'{t) ^  r(/-/.)ni-(0  p . ^ 

OEuvresdeC.  —  S.\\,i.M.  ^8 
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Par  suite,  la  formule  (37)  donnera 

Telle  est  l'équation  qui,  dans  l'hypothèse  admise,  devra  remplacer  la 
formule  (3o). 

Supposons  à  présent  que,  l'équation  (7)  ayant  plusieurs  racines 
réelles  ou  imaginaires  ^,,  z.^,  z.^,  ...,  on  propose  de  transformer  le 
résidu  intégral 

(46)  <C,((/(^-))) 

<'n  un  résidu  dans  lequel  le  signe  ^  se  rapporte  à  la  variahle  /.  Si 

l'équation  (24)  fournit  pour  chaque  valeur  de  :;  une  seule  valeur  de  la 
variahle  t,  on  aura  évidemment,  en  vertu  de  la  formule  (3()), 

(47)  £((./■(-)))=£  ((/['HO] -IXO)). 

Si,  au  contraire,  m  désignant  un  nomhre  entier  quelconque,  l'équa- 
tion [i'\)  fournit,  pour  chaque  valeur  de  z,  m  valeurs  de  la  variahle  t, 
on  aura,  toujours  en  vertu  de  la  formule  (3o), 

(48)  ^£  ((/(.-)  ))  =  m  £  ((/[^(OJ  '^(0  )). 

Il  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (45)  que  l'équation  (48)  s'étend  au 
cas  même  où  plusieurs  des  valeurs  de  /,  tirées  de  l'équation  (24), 
deviendraient  égales  entre  elles  pour  une  valeur  'C  de  z  propre  à  véri- 
fier la  formule  (7),  c'est-à-dire,  au  cas  où  l'équation 

(19)  'j>(0-C  =  o, 

résolue  par  rapport  à  /,  aurait  des  racines  égales. 

Si,  la  fonction /(s)  étant  donnée  par  l'équation  (i()),  on  voulait  rem- 
placer la  variahle  z  par  la  variahle  t,  non  dans  l'expression  (4^),  niais 
dans  la  suivante 

(•->o)  i((9(^)))z(-)' 
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il  faudrait  évidemment  substituer  à  l'équation  (3o)  ou  (48)  l'une  des 
deux  formules 

(5i)  £((9(^)))z(=)  =  £((?['HO]'y(0))7.['MO], 

(52)  «î^  ((?(-)  ))z(^)  =  "^£((  9['^(0]'y(0)) '/['Mol- 

li est  bon  d'observer  que,  dans  les  formules  (3o),  (/p)i  (47)»  etc., 

'  (h. 


la  fonction  dérivée  '\>'{t)  n'est  autre  chose  que  la  valeur  de  -^^  tiiée  de 


l'équation  (24). 

Pour  montrer  une  application  des  formules  obtenues  dans  cet  article, 
supposons  que  l'on  ait 

(53)  ^(.-)  =  ^W'i:tn^ 

et  que,  zz=:z•^  désignant  une  racine  de  l'équation  (7),  on  propose  de 
transformer  le  résidu 

^^  ^     ((^-^-1)) 

en  substituant  à  la  variable  imaginaire  z  une  autre  variable  imagi- 
naire t  liée  à  la  première  par  l'équation  de  condition 

(j4) — =r  =  /, 

1  —  Z  y —  I 

(jue  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

^      '  .  I  -4-  /^ 

Il  est  clair  que,  dans  cette  hypothèse,  à  la  valeur  z^  de  la  vaiiable  ^ 
correspondra  une  seule  valeur  /,  de  la  variable  /.  On  devra  donc 
recourir,  pour  la  transformation  du  résidu  (2.)),  à  la  formule  (^o). 
D'ailleurs  on  tirera  de  l'équation  (54) 

dl  __  d{\  +  z  sf^^\)        d[\  —  z\^l—\)  _  o.sj— \dz 

(ab)  --  —  -==z  / —      ,    ,    .2 

*  i-f-^v — I  I  —  ^v  —  '  I -1- - 
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ot,  par  conséquent, 


(^7) 


^Z.- 


;;-  dt 


2  t  \/—  I 


Cehi   posé,  on  conclura  de  la  formule  (3o),   en  y  remplaçant  •^{f 

dz 


dl 


(58) 


))  i-h-^ 


I      r/ 1  +  -  v/—  ' 


/. 


2  V 


fit) 


L'équation  (  )8),  combinée  avec  l'équation  (33)  de  la  page  i3j,  con- 
duit, comme  nous  le  montrerons  plus  tard,  à  des  résultats  dignes  de 
remarque. 

On  pourrait  encore,  à  l'aide  des  principes  ci-dessus  établis,  opérer 
un  changement  de  variable  indépendante  dans  un  résidu  pris  entre  des 
limites  données.  Seulement  les  limites  placées  à  droite  et  à  gauche  dn 

signe  ^,  dans  le  nouveau  résidu,  ne  seraient  plus  celles  de  la  nou- 
velle variable  /,  et  du  coefficient  de  y/—  i  dans  la  même  variable.  C'est 
au  reste  ce  que  nous  expliquerons  avec  plus  de  détail  dans  un  autre; 
article. 


SUR   LES 

DIVERS   ORDRES   DE   CONTACT 

DES  LIGNES  ET  DES   SURFACES. 


L'illustre  auteur  de  la  Mécanique  analytique  a  établi  sur  de  nouvelles 
bases  la  théorie  du  contact  des  ligrjes  et  des  surfaces.  Il  a  fait  voir  que, 
si  deux  courbes  planes,  représentées  par  deux  équations  entre  des  coor- 
données rectani^nlaires  .r,  y,  renferment  un  même  point  P,  pour  lequel 
les  dérivées  de  l'ordonnée  y  prises  par  rapport  à  .r,  depuis  la  dérivée 
du  premier  ordre  jusqu'à  la  dérivée  de  l'ordre  n,  ne  changent  pas  de 
valeurs,  quand  on  substitue  la  seconde  courbe  à  la  première,  une  troi- 
sième courbe  ne  pourra  passer  entre  les  deux  autres,  à  moins  que  les 
quantités  y,  y,  ...,  j'"',  relatives  à  la  troisième  courbe,  ne  reprennent, 
pour  le  point  P,  les  valeurs  déjà  calculées.  Donc,  si  cette  condition  n'est 
pas  remplie,  les  deux  premières  courbes  seront  plus  rapprochées  l'une 
de  l'autre  que  la  troisième.  Telles  sont  les  considérations  que  Lagrange 
emploie  pour  donner  une  idée  de  ce  rapprochement  des  courbes  que 
l'on  nomme  communément  contact  ou  osculation,  et  que  la  manière 
ordinaire  de  concevoir  le  Calcul  différentiel  faisait  regarder  comme 
une  coïncidence  plus  ou  moins  rigoureuse,  plus  ou  moins  étendue, 
(juoique,  à  proprement  parler,  comme  l'observe  cet  auteur,  la  coïnci- 
dence de  deux  courbes  tangentes  ne  s'étende  pas  au  delà  du  point  de 
contact.  Dans  la  théorie  de  Lagrange,  l'ordre  de  contact  des  deux 
courbes  planes  n'est  autre  chose  que  le  nombre  n,  c'est-à-dire  le 
nombre  des  termes  successifs  de  la  série 

(■)  /,    y\  y,    ••• 

qui  conservent  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact,  lorrf- 
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qu'on  substitue  la  seconde  courbe  à  la  première.  Ajoutons  que  l'auteur 
étend  cette  tbéorie,  non  seulement  aux  courbes  à  double  courbure, 
mais  encore  aux  surfaces  courbes.  Il  mesure  l'ordre  de  contact  de  deux 
courbes  à  double  courbure,  représentées  par  deux  équations  entre  trois 
coordonnées  rectangulaires  x,  v,  z,  à  l'aide  du  nombre  des  termes  suc- 
cessifs qui,  dans  chacune  des  séries 

(0  r',      y",     y'",      ..., 

(2)  Z',       Z\       Z'",        ..., 

conservent  les  mêmes  valeurs,  relatives  au  point  de  contact,  lorsqu'on 
substitue  la  seconde  courbe  à  la  première;  et  il  en  conclut  que,  si  deux 
courbes  tracées  dans  l'espace  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  /?, 
une  troisième  ne  pourra  passer  entre  elles,  sans  avoir  avec  ces  mêmes 
courbes  un  contact  de  l'ordre  n  ou  d'un  ordre  plus  élevé.  Pareillement, 
il  mesure  l'ordre  de  contact  de  deux  surfaces  courbes,  dont  chacune 
est  représentée  par  une  seule  équation  entre  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires .î-,  y,  z,  à  l'aide  du  nombre  équivalent  à  l'ordre  des  dérivées 
partielles  de  z  qui  forment  les  derniers  termes  de  la  suite 

('\\  'Il     ^.    ^      ^^-^      0^,    d^       (Pz-        <rz.       <pz 

'    dr'     dv'     dx''     dxdy'     ôy^'     dx-''     ôx' ây'     ôx ôy'"     W''     *"' 

en  supposant  que  l'on  arrête  cette  suite  à  l'instant  même  où  l'on  ren- 
contre un  ordre  de  dérivées  qui  ne  conservent  pas  toutes  les  mêmes 
valeurs,  relatives  au  point  de  contact,  quand  on  substitue  l'uno  des 
surfaces  à  l'autre;  puis  il  attribue  au  contact  de  l'ordre  n,  entre  deux 
surfaces  données,  ce  principal  caractère  qu'une  troisième  surface  ne 
peut  passer  entre  les  deux  premières,  sans  avoir  avec  elles  un  contact 
du  même  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé. 

Quoique  la  théorie  que  nous  venons  de  rappeler  ait  l'avantage  de 
présenter  généralement  une  idée  assez  nette  du  contact  de  deux 
courbes  planes,  elle  paraît  laisser  encore,  sous  le  rapport  de  la  rigueur 
et  de  la  précision,  quelque  chose  à  désirer.  D'al)ord  elle  fait  entrer, 
dans  la  définition  de  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  ou  surfaces 
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courbes,  l'indication  du  système  de  coordonnées  que  l'on  emploie, 
tandis  qu'en  réalité  cet  ordre  dépend  uniquement  de  la  nature  des 
deux  courbes  ou  des  deux  surfaces.  Lorsqu'on  adopte  cette  même 
tbéorie,  le  rapprocbement  plus  ou  moins  considérable  de  deux  courbes 
qui  se  toucbent  est  mesuré  par  l'intervalle  qui  sépare  deux  points 
situés  sur  ces  deux  courbes  dans  le  voisinage  du  point  de  contact, 
mais  à  des  distances  de  ce  point  inégales  entre  elles  et  dont  le  rap- 
port varie  avec  la  direction  des  axes  coordonnés.  De  plus,  quand  il 
s'agit  de  courbes  à  double  courbure,  on  ne  voit  pas  bien  clairement  ce 
qu'on  doit  entendre  par  une  courbe  qui  passe  ou  ne  passe  pas  entre 
deux  autres.  Une  difficulté  du  même  genre  existe  à  l'égard  des  surfaces 
courbes.  Pour  la  faire  mieux  comprendre,  considérons  les  deux  sur- 
faces du  quatrième  degré  représentées  par  les  deux  équations 

(4)  z=—x-'*  —  f\ 

Ces  deux  surfaces,  qui  se  toucbent  à  l'origine,  où  elles  ont  entre  elles 
un  contact  du  troisième  ordre,  en  offriront  un  du  premier  ordre  seu- 
lement avec  la  surface  cylindrique  représentée  par  l'équation 

(0)  z=-..V^; 

donc,  en  vertu  des  principes  ci-dessus  mentionnés,  la  surface  cylin- 
drique ne  saurait  passer  entre  les  deux  autres.  C'est  pourtant  ce  qui 
arrivera,  du  moins  pour  la  portion  de  la  surface  cylindrique  qui  sera 
très  voisine  de  l'axe  des  y  et,  en  particulier,  pour  les  points  situés  sur 
cet  axe;  car  ces  points  seront  compris  entre  les  courbes  suivant  les- 
quelles les  surfaces  (/,)  et  (5)  se  trouvent  coupées  par  le  plan  des  v,  z, 
c'est-ii-dire,  entre  les  deux  courbes  renfermées  dans  le  plan  des  j,  z  et 
déterminées  par  les  équations 

(7)  z=-j\ 

(8)  z=r^. 

Enfin  la  comparaison  des  valeurs  que  fournissent  deux  courbes  ou 
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deux  surfaces  tangentes  l'une  à  l'autre,  pour  les  différents  ternies  des 
séries  (i),  (2)  ou  (3),  ne  suffit  plus  à  la  détermination  de  l'ordre  du 
contact  lorsque  l'angle  formé  par  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes  avec  l'axe  des  oo,  ou  par  le  plan  tangent  commun  aux  deux 
surfaces  avec  le  plan  des  a:*,  y  est  précisément  un  angle  droit.  Conce- 
vons, par  exemple,  que  l'on  veuille  comparer  deux  à  deux  les  trois 
courbes  représentées  par  les  équations 

(9)  a-  —  r\ 

(10)  a-=zr'', 

(11)  a-=y'. 

Ces  trois  courbes  qui  se  touchent  et  dont  la  tangente  commune  coïn- 
cide avec  l'axe  des  r  fourniront,  pour  les  dérivées  successives  de  l'or- 
donnée j,  des  valeurs  qui  deviendront  toutes  infinies  quand  on  suppo- 
sera a:  =  o.  Cependant  le  contact  de  la  première  courbe  avec  chacune 
des  deux  autres  sera  seulement  du  premier  ordre,  et  le  contact  des 
deux  dernières  sera  seulement  du  troisième  ordre. 

Les  difficultés  que  nous  venons  d'indiquer  disparaissent  lorsque, 
pour  établir  la  théorie  du  contact  des- courbes  et  des  surfaces,  on  a 
recours  aux  principes  que  nous  allons  exposer. 

D'abord  on  définit  aisément  la  tangente  à  une  courbe,  en  la  consi- 
dérant comme  la  droite  de  laquelle  s'approche  de  plus  en  plus  une 
sécante  qui  coupe  la  courbe  en  deux  points,  tandis  que  l'un  de  ces 
points  demeure  fixe  et  que  l'autre  s'approche  indéfiniment  du*  pre- 
mier. Il  est,  d'ailleurs,  facile  de  prouver  qu'en  général  les  tangentes 
menées  par  un  point  d'une  surface  courbe  à  différentes  courbes  tracées 
sur  cette  surface  sont  comprises  dans  un  même  plan,  et  l'on  établit 
ainsi  l'existence  de  ce  qu'on  appelle  le  plan  tangent  à  une  surface 
courbe.  Enfin  on  dit  que  deux  courbes  ou  deux  surfaces  courbes  se 
touchent  en  un  point  donné,  quand  elles  ont  en  ce  point  la  même 
tangente  ou  le  même  plan  tangent. 

Cela  posé,  considérons  deux  courbes  planes  ou  à  double  courbure 
qui  se  touchent  en  un  certain  point.  Si  de  ce  point  comme  centre  et 
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avec  un  rayon  infiniment  petit  désigné  par  i,  on  décrit  une  sphère,  la 
surface  de  la  sphère  coupera  les  deux  courbes  en  deux  nouveaux  points 
très  voisins  l'un  de  l'autre,  et  le  rapprochement  plus  ou  moins  consi- 
dérable des  deux  courbes,  à  la  distance  i  du  point  de  contact,  aura 
évidemment  pour  mesure  la  longueur  infiniment  petite  comprise  entre 
les  deux  points  dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  de 
l'arc  de  grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes.  Ajoutons  que 
les  rayons  menés  aux  extrémités  de  cet  arc  seront  dirigés  suivant  des 
droites  qui  formeront  des  angles  très  petits  avec  la  tangente  commune 
aux  deux  courbes;  d'où  il  résulte  que  l'angle  compris  entre  ces  rayons 
sera  lui-même  une  quantité  très  petite.  Soit  w  ce  dernier  angle.  J.'arc 
de  grand  cercle  compris  entre  les  deux  courbes  aura  pour  mesure  le 
produit 

('2)  /W, 

et  la  corde  de  cet  arc  sera  équivalente  à 


OJ 


'3)  2/sin  — 


2 


Si  les  deux  courbes  changent  de  forme  de  telle  manière  que,  se  tou- 
chant toujours  au  point  donné,  elles  se  rapprochent  davantage  l'une 
de  l'autre  dans  le  voisinage  de  ce  point,  les  valeurs  de  l'expression  (  1 3), 
correspondantes  à  de  très  petites  valeurs  de  i,  diminueront  nécessai- 
rement; ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  i  représentée  par  w  dimi- 
nuera elle-même.  Si,  au  contraire,  en  vertu  du  changement  de  forme, 
le  rapprochement  des  deux  courbes  devient  moindre,  les  valeurs  de  w 
correspondantes  à  de  très  petites  valeurs  de  i  croîtront  nécessairement. 
On  peut  donc  affirmer  que,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  k 
rapprochement  des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable,  et  leur 
contact  plus  ou  moins  intime,  suivant  que  les  valeurs  de  w,  correspondantes 
à  de  très  petites  valeurs  de  i,  seront  plus  ou  moins  grandes.  De  ce  principe, 
joint  au  théorème  1  de  la  page  i8j,  on  déduira  immédiatement  la  pro- 
position suivante  : 

Théorème  1.  —  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  P,  et  que 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  VI.  29 
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Von  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points  Q,  R  situés  à  la  distance 
infiniment  petite  i  du  point  de  contact,  le  rapprochement  entre  les  deux 
courbes,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  sera  d'autant  plus  considérable  que 
l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  w,  destinée  à  représenter  l'angle 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  PQ,  PR,  sera  plus  élevé. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  la  forme  des  deux  courbes  ou  de  l'une 
d'entre  elles  vient  à  changer,  de  manière  que  l'ordre  de  la  quantité 
infiniment  petite  w  s'élève,  la  valeur  numérique  de  w,  dans  le  voisi- 
nage du  point  de  contact,  diminuera,  en  vertu  du  théorème  I  de  la 
page  i85,  et,  par  suite,  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes 
deviendra  plus  grand  qu'il  n'était  d'abord. 

Le  théorème  I  étant  démontré,  il  est  naturel  de  prendre  l'ordre  de  la 
quantité  infiniment  petite  co,  considérée  comme  fonction  de  la  base  ?, 
pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  V ordre  de  contact  des  deux  courbes 
proposées.  Soit  a  cet  ordre.  Puisque  le  rapport 


sin  1  w 


a  l'unité  pour  limite,  le  produit 


=  2  sm 


(0  2 


sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a,  tandis  que  les 
expressions  (12)  et  (i 3)  seront,  en  vertu  du  théorème  III  de  la  page' 187, 
des  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a  + 1 .  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  P, 
l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité  à  V ordre  de  la  quantité  infi- 
niment petite  qui  représente  la  distance  entre  deux  points  Q,  R  situés  sur 
les  deux  courbes,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  la  di- 
stancée ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

Il  importe  d'observer  que  la  droite  QR  menée  du  point  Q  au  point  R, 
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élant  la  base  d'un  triangle  isoscèle,  et  opposée,  dans  ce  triangle,  au 
très  petit  angle  w,  sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  rayons  vec- 
teurs PQ,  PR  et,  par  suite,  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 
Ajoutons  que  la  surface  du  triangle  PQR  sera,  d'après  un  théorème 
connu  de  Trigonométrie,  équivalente  au  produit  des  côtés  égaux  PQ, 
PR  par  le  sinus  de  l'angle  compris  entre  eux,  c'est-à-dire  à  l'expression 

(i4)  -  i-smc), 

et,  par  conséquent,  à  une  quantité  infiniment  petite,  dont  l'ordre  «  -f-  2 
surpassera  de  deux  unités  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes. 

Considérons  à  présent  le  cas  particulier  où  les  courbes  données  se 
réduisent  à  deux  courbes  planes  comprises  dans  le  plan  des  00,  y;  et 
concevons  que,  par  les  points  Q,  R,  situés  sur  ces  deux  courbes  à 
des  distances  égales,  et  infiniment  petites,  du  point  de  contact,  on 
mène  deux  droites  parallèles  dont  chacune  forme  avec  la  tangente 
commune  un  angle  fini  0.  De  ces  deux  parallèles,  l'une  se  trouvera 
plus  rapprochée  que  l'autre  du  point  de  contact.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  ce  soit  la  droite  menée  par  le  point  Q  pris  sur  la  pre- 
mière courbe,  et  que  cette  droite  coupe  la  seconde  courbe  en  S.  Dans 
le  triangle  QRS,  le  côté  RS,  sensiblement  parallèle  à  la  tangente  com- 
mune, puisqu'il  représentera  une  corde  dont  les  extrémités  situées  sur 
la  seconde  courbe  seront  très  voisines  du  point  de  contact,  formera 
évidemment  avec  les  côtés  QR,  QS  des  angles  finis,  dont  le  premier 
différera  très  peu  d'un  angle  droit,  et  le  second  de  l'angle  §.  On  aura 
donc,  en  désignant  par  I  et  J  des  quantités  infiniment  petites, 

sin  (  -  +  I  )  siii  (  -  4-  I  ) 

(i5)  QS^     ■   )l       ,/qK^     .    y.       ,     2Um^- 

^     '  ^  sin(o4-J)  sin(o-+-J)  2 

De  plus,  comme  le  rapport  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P 
sur  la  droite  QS,  ou  sur  son  prolongement,  et  le  rayon  vecteur  PQ  =  /, 

sera  sensiblement  égal  à  cos(^  —  oj  =  sinû,  cette  perpendiculaire 
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pourra  être  représentée  par  un  produit  de  la  forme 

±  £  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  Cela  posé,  admet- 
tons que,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  a, 
on  considère  le  rayon  vecteur  i  comme  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Il  est  clair  que  l'expression  (i6)  sera  encore  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  tandis  que  l'expression  (i5)  sera  de  l'ordre  a4-  i. 
Ajoutons  que  l'ordre  de  cette  dernière  ne  variera  pas  {voir  le  corol- 
laire III  du  théorème  IV  de  la  page  i88)  si  l'on  prend  pour  base  l'ex- 
pression (i6),  ou  une  quantité  telle  que  l'expression  (i6)  reste  infi- 
niment petite  du  premier  ordre.  Ces  remarques  suffisent  pour  établir 
un  nouveau  théorème  que  nous  allons  énoncer  : 

Théorème  III.  —  L'ordre  de  contact  de  deux  courbes  planes  qui  se 
touchent  en  un  point  donné  P  est  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de  la 
distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  points  Q,  S,  où  les  deux 
courbes  sont  rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  fini  et  sensi- 
blement différent  de  zéro  avec  la  tangente  commune,  dans  tout  système  où 
la  distance  du  point  de  contact  à  la  sécante  dont  il  s'agit  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre. 

Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux  équations  entre  les 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  et  si  la  tangente  commune  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe  des  j,  alors,  en  supposant  la  sécante  parallèle  l\  ce 
même  axe,  on  déduira  du  théorème  III  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  planes 
qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  commune  nest  pas  parallèle  à 
l'axe  des  y,  il  suffit  de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  con- 
tact, et  de  chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  portion  infini- 
ment petite  d'ordonnée  comprise  entre  les  deux  courbes,  dans  le  cas  où 
Von  considère  la  distance  du  point  de  contact  à  l'ordonnée  comme  infini- 
ment petite  du  premier  ordre.  Ce  nombre,  diminué  d'une  unité,  indique 
l'ordre  de  contact. 
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Corollaire  1.   —   Soient 

(17)  y=f{x).  Y^Y{x) 

les  équations  des  deux  courbes  planes.  Elles  auront  un  point  corres- 
pondant à  une  valeur  donnée  de  x,  et,  en  ce  point,  une  tangente  com- 
mune, non  parallèle  à  l'axe  des  y,  si,  pour  la  valeur  donnée  de  x,  les 
équations  des  deux  courbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies, 
non  seulement  de  l'ordonnée  j,  mais  encore  de  sa  dérivée  /,  en  sorte 
que  les  équations 

(18)  y(,,.)^P(,.) 

et 

(19)  f\x)-F{x) 

soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de  cbacune  d'elles  conser- 
vent des  valeurs  finies.  Dans  cette  bypotbèse,  la  dilTérence 

(20)  F(^)__/(^^.), 

qui  s'évanouira  pour  la  valeur  de  x  relative  au  point  commun,  devien- 
dra infiniment  petite  quand  x  recevra  un  accroissement  infiniment 
petit  ;  et,  si  l'on  considère  cet  accroissement  comme  étant  du  premier 
ordre,  l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représentera  la  nou- 
velle valeur  de  F(^)  —f[x)  surpassera  d'une  unité  l'ordre  de  contact 
des  deux  courbes. 

Corollaire  IL  —  Si  les  deux  courbes  se  touclient  en  un  point  de 
l'axe  des  j,  mais  sans  avoir  cet  axe  pour  tangente  commune,  il  suf- 
fira, d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  déterminer  l'ordre  du  con- 
tact, de  cbercher  le  nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  différence 

F(a.)-/(a-), 

en  considérant  l'abscisse  x  comme  une  quantité  infiniment  petite  du 
premier  ordre,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.  En  opérant 
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ainsi,  on  reconnaîtra  que  les  paraboles 

(21)  Y  =  ^\  Y  —  ^'' 

ont  à  l'origine  des  coordonnées  un  contact  du  premier  ordre,  tandis 
qu'au  même  point  les  deux  courbes 

(22)  ■  y  =  x^-^\         j  =  ^"+'- 
auront  un  contact  de  l'ordre  n,  et  les  deux  courbes 


s 


(23)  y  =  x\        y  —  x*, 

un  contact  de  l'ordre  |  —  i  =  {. 

Corollaire  III.  -  Supposons  que  les  courbes  (17)  aient  un  point 
commun  correspondant  à  l'abscisse  x,  et,  en  ce  point,  une  tangente 
commune  non  parallèle  à  l'axe  des  j,  avec  un  contact  de  l'ordre  a.  Soit 
d'ailleurs  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a. 
La  différence 

(20)  •  F(^-)-/(^) 

sera  nulle  ;  et,  si  l'on  désigne  par  i  un  accroissement  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  attribué  à  l'abscisse  x,  l'expression 

(24)  F(^ +  0-/(^  +  0 

•sera  (en  vertu  du  corollaire  I)  un  infiniment  petit  de  l'ordre  d+i. 
Or,  les  dérivées  de  cette  expression,  par  rapport  à  /,  étant  respecti- 
vement 

Y'{x  +  i)-f'{x^i),     F  {x  +  i)-J'  {x+i),      ..., 

il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (  pages  184  et  i8j)  que 

F(«+l)  (^  +  /)_/(«  +  !)  (^  +  /) 

sera  la  première  des  expressions 

K(.r  + 0-/(^  +  0,    F'(^  +  0-/'('^  +  0,    F"(^  +  0-/"('^  +  0,    •••, 


DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES.  231 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i.  En  d'autres  termes, 

sera  la  première  des  différences 

F(^)_/(^),     F'(x)-/'(x),     F''(.r)-/"(x),      ... 

(jui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro.  On  aura  donc  pour  le 

point  commun 

/  F(.r)      =/{jc), 

(2.5)  /  F"(^)     z^f"{x). 


F('*'(a7)=:/('"(,r). 


Par  conséquent,  lorsque  deux  courbes  planes  se  toucbent  en  un  point 
où  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  j,  non  seule- 
ment, pour  le  point  dont  il  s'agit,  l'ordonnée  y  et  sa  dérivée  y'  ne 
changent  pas  de  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la 
seconde,  mais  il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  successives  y", 
y"\  . . .,  jusqu'à  celle  dont  l'ordre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal 
ou  immédiatement  supérieur  à  l'ordre  du  contact. 

Corollaire  IV.  —  Si,  les  deux  courbes  ayant  un  contact  de  l'ordre  a, 
la  tangente  commune  devenait  parallèle  à  l'axe  des  7,  alors,. en  attii- 
buant  à  l'abscisse  du  point  de  contact  un  accroissement  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  on  ne  trouverait  pas  généralement,  pour  la 
valeur  correspondante  de  la  différence  r(.r)  —f[x),  un  infiniment 
petit  de  l'ordre  a-\-\.  Néanmoins,  on  pourrait  encore  déterminer 
l'ordre  du  contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage,  pourvu 
que  l'on  substituât  la  variable  y  à  la  variable  r,  et  réciproquement. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  montrer  que  les  deux  courbes 

(26)  r  =  ^^,        r  =  .r*, 

qui  touchent  à  l'origine  l'axe  des  y,  ont  en  ce  point  un  contact  de 
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l'ordre  ^,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations,  résolues  par  rapport 
à  .r,  prennent  les  formes 

»  A  • 

i  •! 

et  que  la  différence  r^  —  y^  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre 

3   '     ^   -il 

quand  on  considère  y  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 
Quant  à  la  différence  F(^)  — /(.r),  elle  se  réduit,  dans  cet  exemple,  à 

3.  1 

et,  lorsque  l'on  considère  x  comme  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  elle  est  une  quantité  infiniment  petite,  non  plus  de  l'ordre  |, 
mais  de  l'ordre  |  seulement. 

Corollaire  V.  —  Lorsque  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à 
l'axe  des  y,  et  que  l'ordre  de  contact  est  un  nombre  entier,  il  suffit, 
pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher  quelle  est  la  dernière  des 
équations 

(27)         /(^)  =  F(^),         /(.r)  =  F'(.r),         f"{a:)=:V"{x), 

qui  se  trouve  vérifiée  par  l'abscisse  du  point  de  contact.  L'ordre  des 
dérivées  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  précisément  le 
nombre  demandé. 

Passons  maintenant  au  cas  général  où  l'on  considère  deux  courbes 
à  double  courbure  qui  se  touchent  en  un  point  P.  Soient  toujours 
Q,  R  deux  points  situés  sur  ces  courbes,  à  des  distances  égales  et 
infiniment  petites  du  point  de  contact.  Soient  encore  i  la  valeur  com- 
mune de  ces  distances,  w  l'angle  très  petit  qu'elles  forment  entre 
elles,  et  supposons  que  l'on  projette  les  deux  courbes,  avec  le  triangle 
PQR,  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  triangle.  Les  deux  courbes  projetées  auront  évidemment  la 
même  tangente,  ou,  en  d'autres  termes,  seront  tangentes  l'une  à 
l'autre.    Désignons  par  p,  q,   r  les  projections  des  trois  points   P, 
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0,  R,  par  0  l'angle  compris  entre  les  plans  des  triangles  PQR,  pqi\ 
et  par  9,  /,  '|  les  angles  que  les  droites  PQ,  PK,  QR  forment  respecti- 
vement avec  leurs  projections /?^,/îr,  qr.  On  aura 


(28) 


p(j  r=  PQ  cos  o  =  i  cos  9 , 
/)/•  —  PR  cos/  —  f  cos  7, 

<//•  r=  QU  cos'l  =  ?.  f  sin  —  cos'I. 


D'ailleurs,  on  prouve  facilement  que  la  projection  de  la  surface  (run 
triangle  sur  un  plan  quelconque  est  équivalente  à  cette  surface  multipliée 
par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  du  triangle  et  le  plan 
sur  lequel  on  projette,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  cosinus  de  r  angle 
aigu  compris  entre  les  droites  perpendiculaires  aux  deux  plans  dont  d 
s'agit.  Donc  la  surface  du  triangle  /?y/'aura  pour  mesure  le  produit  ^ 

(29)  '  \  i-  sin  0)  cos 0  =::  i-  sin  \  o)  cos  \  o)  cos 0, 

et  le  sinus  de  l'angle  pqr  sera  équivalent  au  quotient  qu'on  obtient 
en  divisant  le  double  de  cette  surface  par  le  produit  pq  X  qr,  c'est- 
à-dire,  à  la  fraction 

„   ,  coslo)cnso 

(30)  ■ ^ j-« 

cos  <p  cos  9 

Donc  le  produit  de  ce  cosinus  par  la  droite/?^,  ou  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point/?  sur  la  droite  qr,  sera  représenté  par 

,^  ,  .cosio)  cos(5 

(3i)  i ■' — j 

cos '4^ 

Or,  la  valeur  de  l'angle  w  étant  très  petite  et  celle  des  angles  o,  / ,  '\ 

étant  sensiblement  différente  de  -?  les  quantités 

2  *■ 

COS^O),       COSO,       cos  9,       cos-/,       C0S'-!> 

auront  des  valeurs  sensibles.  Gela  posé,  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur 
les  formules  (28)  et  sur  l'expression  (3i)  pour  reconnaître  :  1°  que  la 
distance  qr  est,    dans  l'bypotbèse  admise,  une  quantité   infiniment 

Œuvres  de  C.   -  S.  II.  t.  VF.  3o 
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petite  de  l'ordre  «  +  i,  et  qu'elle  forme,  avec  la  distance /?</,  un  angle 
pqr  sensiblement  différent  de  zéro;  2"  que  la  distance  qr  est  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre.  Observons  encore  que  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes  projetées,  se  confondant,  à  très  peu  près, 
avec  la  droite  pq,  formera  elle-même  avec  la  sécante  qr  un  angle  fini 
et  sensible.  Donc  (en  vertu  du  théorème  III),  les  courbes  pjvjetées  au- 
ront entre  elles,  ainsi  que  les  courbes  proposées ,  un  contact  de  r  ordre  a. 

Si  le  plan  du  triangle  /?^r  devenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  PQR,  mais  en  continuant  de  former  un  angle  sensible 
avec  les  côtés  PQ,  PR,  et,  par  conséquent,  avec  la  tangente  commune 
aux  deux  courbes  données,  le  contact  entre  les  deux  courbes  projetées 
ne  pourrait  être  que  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  au  nombre  a.  Alors, 
en  effet,  les  distances  z?/^,/?/-  seraient  encore  des  quantités  infiniment 
petites  du  premier  ordre,  tandis  que  la  distance  <jrr  serait  infiniment 
petite  de  l'ordre  «+  i,  ou  d'un  ordre  supérieur.  Or  imaginons  que, 
dans  cette  nouvelle  hypothèse,  une  sphère  soit  décrite  du  point  p 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  \\pq,  et  que  cette  sphère  coupe  la 
seconde  des  deux  courbes  projetées  en  s.  Si  l'on  joint  le  point  s 
avec  les  points  q  et  /■,  la  droite  rs  sera  sensiblement  parallèle  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes  projetées,  puisque  ses  extrémités 
seront  situées  sur  l'une  de  ces  courbes  à  des  distances  infiniment  pe- 
tites du  point  p.  Au  contraire,  la  droite  qr,  ou,  en  d'autres  termes, 
la  base  du  triangle  isoscèle/?^^,  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la 
même  tangente.  Donc  le  triangle  qrs  sera  sensiblement  rectangle  en 
s,  et,  par  suite,  la  longueur  qs ,  sensiblement  égale  au  produit 
qscosrqs,  sera,  ainsi  que  la  longueur  qr,  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  a  -h  i,  ou  d'un  ordre  supérieur.  Donc,  en  vertu  du  théorème  II, 
l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  projetées  sera  nécessairement  égal  ou 
supérieur  au  nombre  a. 

Concevons  à  présent  que,  tous  les  points  de  l'espace  étant  rapportés 
à  trois  axes  coordonnés  des  jc,  y  et  z,  on  projette  successivement  les 
deux  courbes  données  sur  le  plan  des  x,  y,  et  sur  le  'plan  des  œ,  z. 
Supposons  d'ailleurs  que  l'angle  compris  entre  l'axe  des  x  et  la  tan- 
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gente  commune  aux  deux  courbes  diffère  sensiblement  d'un  angle 
droit.  Cette  tangente  ne  pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni 
au  plan  des  x,y,  ni  au  plan  des^,  s,  attendu  que  l'un  et  l'autre  passent 
par  l'axe  des  v.  De  plus,  ces  derniers  plans  ne  pourront  être,  tous  les 
deux  à  la  fois,  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  du  triangle  PQR. 
Car,  dans  ce  cas,  leur  ligne  d'intersection,  c'est-à-dire  l'axe  des  x, 
formerait  nécessairement  un  angle  très  peu  différent  de  ^  avec  les 
droites  PQ,  PR  comprises  dans  le  plan  PQR,  et,  par  conséquent,  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes.  Cela  posé,  il  résulte  des 
principes  ci-dessus  établis  que,  dans  l'hypotbèse  admise,  le  contact 
des  deux  courbes  projetées  :  i/*  sur  le  plan  des  œ,  y;  2"  sur  le  plan  des 
.r,  ::,  sera  toujours  de  l'ordre  r/,  ou  d'un  ordre  supérieur,  et  sur  l'un 
des  deux  plans  au  moins,  de  l'ordre  a  seulement.  On  peut  donc  énon- 
cer la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  où  la  tangente  commune  ne  forme  pas  un  angle  droit 
avec  Vaxe  des  x,  il  suffit  de  chercher  les  nojidu'es  qui  indiquent  les  ordres 
de  contact  des  projections  des  deux  courbes  sur  le  plan  des  x,  y,  et  sur  le 
plan  des  x,  z.  Chacun  de  ces  nombres,  s'ils  sont  égaux,  ou  le  plus  petit 
d'entre  eux,  s'ils  sont  inégaux,  indiquera  l'ordre  de  contact  des  courbes 
pivposées. 

Corollaire  I.  —  Le  théorème  qui  précède  subsiste  également  dans  le 
cas  où  les  variables  £c,  y,  z  désignent  des  coordonnées  rectangulaires, 
et  dans  le  cas  où  ces  variables  représentent  des  coordonnées  obliques. 

Corollaire  IL  —  Lorsque  deux  courbes  à  double  courbure  se  tou- 
chent en  un  point  où  la  tangente  ne  forme  pas  un  angle  droit  avec 
l'axe  des  x,  la  détermination  de  l'ordre  du  contact  se  trouve  réduite 
par  le  théorème  V  à  la  recherche  de  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes 
planes,  c'est-à-dire  à  un  problème  déjà  résolu. 

Corollaire  III.  —  Supposons  que  deux  courbes,  représentées  chacune 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  x, 
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y,  -,  aient  entre  elles  un  point  commun  correspondant  à  l'abscisse  x, 
et  en  ce  point  une  tangente  commune  non  perpendiculaire  à  l'axe  des 
X,  avec  un  contact  de  l'ordre  a.  Soit  d'ailleurs  n  le  nombre  entier  égal 
ou  immédiatement  supérieur  à  a.  Enfin,  admettons  que  l'on  prenne 
l'abscisse  x  pour  variable  indépendante,  et  que  l'on  désigne  par/,  y", 
y'",  ...,:;',  z-",  z"\  ...  les  dérivées  successives  des  variables  y  et  :;  con- 
sidérées comme  fonctions  de  x.  En  vertu  du  théorème  V,  les  quantités 


(  y^  y' y  y 

(32) 


yW 


-"  -(«) 


conserveront  les  mêmes  valeurs,  pour  le  point  dont  il  s'agit,  dans  le 
passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde,  tandis  que  chacune  des 
quantités 

(33)  /"^",     ^"'+'\ 

ou  au  moins  l'une  des  deux,  changera  de  valeur. 

Corollaire  IV.  —  Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ne 
forme  pas  un  angle  droit  avec  l'axe  des  x,  et  que  l'ordre  de  contact 
est  un  nombre  entier,  il  suffit,  pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher 
la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  attribuer  au  nombre  entier  n,  en 
choisissant  ce  nombre  de  manière  que  les  quantités  (32)  demeurent 
toutes  invariables  pour  le  point  de  contact  dans  le  passage  d'une  courbe 
à  l'autre.  Cette  valeur  de  n  indique  précisément  l'ordre  demandé. 

Corollaire  V.  —  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  formait 
un  angle  droit  avec  l'axe  des  x,  elle  ne  pourrait  être  à  la  fois  perpen- 
diculaire au  plan  des  x,  y  et  au  plan  des  x,  z.  Par  suite,  elle  formerait 
un  anffle  difTérent  de  -  avec  l'axe  des  y,  et  avec  l'axe  des  z,  ou  au 
moins  avec  l'un  de  ces  deux  axes.  Donc,  pour  déterminer,  dans  cette 
hypothèse,  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  à  l'aide  du  théorème  V, 
il  suffirait  de  substituer  à  l'axe  des  x  l'axe  des  j  ou  l'axe  des  z,  et  de 
remplacer  en  même  temps  le  plan  des  x,  z,  ou  des  x,  y,  par  le  plan 
des  7,^. 
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Le  théorème  V,  à  l'aide  duquel  on  fixe  aisément  l'ordre  de  contact 
des  deux  courbes  à  double  courbure,  peut  être  remplacé  par  un  autre 
théorème  qui  n'est  sujet  à  aucune  restriction,  et  que  nous  allons  établir 
en  peu  de  mots. 

Soit  toujours  P  le  point  commun  à  deux  courbes  qui  se  touchent. 
Soient  encore  Q,  R  deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  sur  la 
seconde  courbe,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  les 
distances  à  ce  point  se  réduisent  à  une  longueur  infiniment  petite, 
désignée  par  i.  Enfin,  concevons  qu'à  partir  du  point  P  on  porte  sur  la 
seconde  courbe  un  arc  PS,  qui  ait  la  même  longueur  que  l'arc  PO, 
qui  soit  dirigé  dans  le  même  sens,  et  qui  aboutisse  au  point  S.  La 
sécante  QS,  en  vertu  du  théorème  I  de  la  page  179,  sera  sensibleuKMir 
perpendiculaire,  ainsi  que  la  sécante  PR,  à  la  tangente  commune.  De 
plus,  la  corde  RS,  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde 
courbe  très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblement  paral- 
lèle à  cette  tangente.  Par  conséquent,  dans  le  triangle  rectiligne  QRS, 
les  côtés  QR  et  QS  formeront  avec  le  troisième  côté  RS  des  angles  dont 
chacun  différera  très  peu  d'un  angle  droit.  Donc  le  rapport  entre  les 
deux  premiers  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rapport  entre  les 
sinus  des  angles  opposés  différera  très  peu  de  l'unité;  et  l'on  aura,  en 
désignant  par  I  une  quantité  infiniment  petite, 

(34)  QS=:QR(n-I)  =  (r-Hl)2/sii.  ;^ 

D'autre  part,  comme  le  rapport  entre  l'arc  PQ  et  la  corde  PQ  =  /  aura 
pour  limite  l'unité,  on  trouvera  encore,  en  désignant  par  J  une  quan- 
tité infiniment  petite, 

(35)  arcPQ  =  (i  +  .J)/. 

Gela  posé,  admettons  que,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  con- 
tact de  l'ordre  a,  on  considère  le  rayon  vecteur  «  comme  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  Il  est  clair  que  l'arc  PQ  sera  encore  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  tandis  que  la  distance  QS  sera  de  l'ordre  a  4-  i . 
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Ajoutons  que  l'ordre  de  cette  distance  ne  variera  pas  {voir  le  corol- 
laire III  du  théorème  IV  de  la  p.  i88),  si  l'on  prend  pour  base  l'arc  PQ 
ou  une  quantité  telle  que  l'arc  PQ  reste  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Ces  remarques  suffisent  pour  établir  le  nouveau  théorème  que 
nous  allons  énoncer  : 

Théorème  VI.  —  Pour  obtenir  l' ordre  de  contact  de  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de  chercher  le  nombre  qui  représente 
l'ordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de 
deux  longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point  de 
contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs  deviennent  infiniment  petites 
du  premier  ordre .  Le  nombre  dont  il  s'agit,  diminué  d'une  unité,  indique 
toujours  r ordre  du  contact. 

Corollaire  I.  —  Soit  i  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
chacune  des  deux  longueurs  mentionnées  dans  le  théorème  VI.  Dési- 
gnons, en  outre,  par^, y,  z  et  par  H,  ■/],  '(  les  coordonnées  des  points 
auxquels  ces  longueurs  aboutissent  sur  la  première  et  la  seconde 
courbe.  Enfin,  soit 


(36)  a=s/(^-£)^+(.r--or-+-(^-Ç)^ 

la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  (E,  r^  '()  au  point  (r,  j,  z).  Si 
l'on  considère  i  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  si  l'on 
appelle  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes,  la  distance  a  sera  (en 
vertu  du  théorème  VI)  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a  4-  i.  Par  suite, 
le  carré  de  cette  distance,  ou  la  somme 

(37)  {oo-lY-^{y--nY-\-{z-^Y, 

sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  2a  +  2;  ce  qui  exige  que,  des  trois 
différences 

(38)  x-l,    y--n,    z-t., 

l'une  au  moins  soit  de  l'ordre  «  -f-  i,  les  deux  autres  étant  du  même 
ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé.  On  arriverait  à  la  même  conclusion  en 


DES  LIGÎSES  ET  DES   SURFACES.  239 

observant  que  les  valeurs  numériques  des  expressions  (38)  repré- 
sentent les  projections  de  la  distance  a  sur  les  axes  des  ^,  y  et  z.  En 
elTct,  il  est  aisé  de  reconnaître  qu  une  distance  infiniment  pet  lie  et  sa 
projection  sur  un  axe  quelconque  sont  en  général  des  quantités  de  même 
ordre.  Seulement  l'ordre  de  la  projection  peut  surpasser  l'ordre  de  la  dis- 
tance, dans  le  cas  où  celle-ci  devient  perpendiculaire  à  l'axe.  Mais  il  est 
clair  que  cette  dernière  condition  ne  saurait  être  remplie  à  la  fois  poui' 
les  trois  axes  des  x,  des  y  et  des  z-. 

Corollai/'e  If.  —  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  corol- 
laire précédent.  Soit  toujours  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes 
données,  et  désignons  par /i  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement 
supérieur  h  a.  Puisque,  la  quantité  i  étant  regardée  comme  infiniment 
petite  du  premier  ordre,  l'une  des  trois  différences 

(39)  -^—'^.y    f  —  -n,^  —  ^ 

devra  être  de  l'ordre  a -\- \ ,  les  deux  autres  étant  du  même  04'dre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  (p.  i8j)  que,  si  l'on 
prend  i  pour  variable  indépendante, 

di.r  —  'i)        dH.r  —  l)  d"(.r  —  c^) 


de          ' 

di^     '   ■  ■ 

dr 

(l(y--n) 

d'-(y  —  Ti) 

d"  (  V  - 

-ri) 

de        ' 

1  ■<         ' 
ai- 

dc^ 

d{z  -C) 

dHz.-^,) 

d"{z  - 

-K) 

(4o)  /     )-  —Y), 

\  ^'  di        '  di-        '  '  di'^ 

s'évanouiront  avec  i,  tandis  que  cbacune  des  dérivées 

d'^^^{x  —  l)        d"  +  ^(y  —  r,)        d''^^(z~^) 


(40 


di"^^  di"^^  di"- 


OU  du  moins  l'une  d'entre  elles,  cessera  de  s'évanouir  pour  /=o. 
Soient,  d'ailleurs,  s  ai  q,  les  arcs  renfermés  :  i''  entre  un  point  fixe  de 
la  première  des  courbes  données  et  le  point  mobile  {x,y,  ^);  2*^  entre 
un  point  de  la  seconde  courbe  et  le  point  [ï,r^,t)\  et  admettons  que 
ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le  même  sens  que  l'arc  /.  Comme 
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les  trois  variables  i,  s  et  ç  diflereront  entre  elles  de  quantités  con- 
stantes, on  aura 

(4'i)  diT=zds=^dç; 

et  l'on  pourra-prendre  pour  variable  indépendante,  quand  il  s'agira 
de  la  première  courbe,  s  au  lieu  de  i;  quand  il  s'agira  de  la  seconde 
courbe,  ç  au  lieu  de  /.  Cela  posé,  les  expressions  (4o)  et  (4i)  devien- 
dront respectivement 


/ 

d.r        di 
ds   "  dq' 

d'-.r 
ds' 

d'-l 

.  .  .  , 

d"  r 
ds" 

d"l 

dq"  ' 

(43) 

J  y  —  -n, 

dy        dr\ 
ds        dç 

d\y 
ds'- 

d'n 

•  .  .  , 

d"r 
ds" 

d"  u 
dq"' 

1    —        y 

dz         d% 

d'-z 

dK 

d"z 

d"t 

\ 

ds         dç  ' 

ds' 

dq'  ' 

.  .  .  , 

ds" 

~  dq"  ' 

et 

('.4)      ^ 

d"+^j' 

^"+';         d" 

+  ly 

d"^^n 

d"  + 

1  - 

^/"+'C 

•         «:/.*"-'-' 

^/S«+'  '       ds 

.«H-1 

f/.n^i   ' 

ds"^^ 

}j.n+X  ' 

Mn  égalant  les  quantités  (43)  à  zéro,  on  formera  les  équations 


(^5)      '.'■-^'  777 


djr 

dl 

d'.r        d'I 

ds 

-dq' 

ds'   "~  dq' 

dy 

dn 

d'y        d'n 

ds 

-  dq' 

ds'  ~  dq' 

dz 

dt 

d'  z         d'  Ç 

7h 

-^' 

ds'   ~  dq' 

d"  .r  _  d"  ; 
ds"    ~  dq" 

d"  y  _  d''n 
ds"   "~  'dq" 

d"  z  _d"^ 
~ds"   ~  'd^ 


qui  devront  toutes  se  vérifier  pour  le  point  de  contact  des  courbes  pro- 
posées, tandis  que,  pour  le  même  point,  chacune  des  expressions  (44)» 
ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  obtiendra  une  valeur  différente  de 
zéro.  Si  maintenant  on  observe  qu'on  peut  sans  inconvénient  substi- 
tuer, quand  il  s'agit  de  la  seconde  courbe,  les  lettres  ^,  r,  z  et  ^  aux 
lettres  ^,  r^,  t  et  ç,  on  arrivera  immédiatement  au  théorème  que  nous 
allons  énoncer. 

Théorème  VU.  —  Etant  proposées  deux  courbes  qui  se  touchent  en  un 
point,  si  l'on  considère  les  coordonnées  œ,  y,  z  de  chacune  d'elles  comme 
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des  fondions  de  l'arc  s  pris  pour  variable  indépendante,  et  si  l'on  suppose 
cet  arc  compté  sur  chaque  courbe  de  telle  manière  qu'il  se  prolonge  dans  le 
même  sens  pour  les  deux  courbes  au  delà  du  point  de  contact;  non  seu- 
lement, pour  le  point  dont  il  s'agit,  les  variables  .x,  y,  z,  et  leurs  dérivées 

du  premier  ordre 

dx       dy       dz 
ds        ds        ds 

ne  changeront  pas  de  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la 
seconde,  mais  il  en  sera  encore  de  même  des  dérivées  successives 

d'.v        d\v  _      d\Y       d'y  d-z        d^z 

'd^'     ~d^'     ■■   '     77^'     77^'     '■■"'     7Z^'     7Z^'     ■■'' 

jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué  par  le  nombre  entier  égal  ou  immé- 
diatement supérieur  à  l'ordre  du  contact.  Celles-ci  seront  les  dernières  qui 
rempliront  la  condition  énoncée,  en  sorte  que  les  trois  suivantes,  ou  au 
moins  l'une  des  trois,  changeront  de  valeur  quand  on  passera  d'une 
courbe  à  Vautre. 

Corollaire  I.  —  Si  les  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre /i, /i  désignant  un  nombre  entier,  alors,  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à  la  seconde,  cbacune  des  quantités 


(46^  ^  y. 


dx 

d'-x 

d'^x 

ds  ' 

ds'  ' 

■  ■  '       ds-  ' 

dy 

d\r 

d"  r 

ds 

ds'  ' 

'  ■  '      ds-  ' 

dz 

d'z 

d"z 

ds 

ds' 

'      ds'' 

conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact,  tandis  que  chacune 
des  trois  dérivées 

,  «^«+ij7       d"+\v       d"+^z 

(47)  ^5«+»  '      ds"^^  '      ds"^'  ' 

OU  au  moins  l'une  des  trois,  prendra  une  valeur  nouvelle. 

OEuvres  de  C.  —  S.  l\,  t.  VI.  3l 
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On  pourrait  aisément  revenir  du  théorème  YII  aux  théorèmes  IV 
et  V.  On  pourrait  aussi  en  déduire  généralement  les  conditions  aux- 
quelles doivent  satisfaire  les  dérivées  des  coordonnées  de  deux  courbes 
quelconques  pour  que  ces  deux  courbes  aient  entre  elles  un  contact 
d'un  certain  ordre,  dans  le  cas  où  l'on  prend  pour  variable  indépen- 
dante, non  plus  l'abscisse  x  ou  l'arc  s,  mais  une  fonction  quelconque 
des  coordonnées  oc, y,  z.  Toutefois,  comme,  pour  y  parvenir,  il  suffirait 
d'avoir  recours  à  un  changement  de  variable  indépendante,  nous  ne 
nous  étendrons  pas  sur  ce  sujet,  qui  ne  présente  aucune  difficulté 
réelle,  et  nous  passerons  immédiatement  à  l'exposition  des  principes 
qui  nous  paraissent  devoir  être  adoptés  dans  la  théorie  des  contacts 
des  surfaces  courbes. 

Considérons  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  un  point  donné  P.  Si, 
par  le  point  P,  on  mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces,  les  deux 
lignes  d'intersection  seront  tangentes  l'une  à  l'autre;  et,  si  l'on  fait 
tourner  ce  plan  autour  de  la  normale,  les  deux  lignes  dont  il  s'agit 
changeront  en  général  de  position  et  de  forme.  Quant  au  nombre  qui 
représentera  l'ordre  de  contact  de  ces  deux  lignes,  il  pourra,  ou  de- 
meurer toujours  le  même,  ou  changer  de  valeur  avec  la  position  du 
plan  normal.  Or,  ce  nombre,  quand  il  est  invariable,  ou  sa  valeur 
minimum,  dans  le  cas  contraire,  sert  à  mesurer  ce  qu'on  appelle  Vordre 
fie  contact  des  deux  surfaces.  Soit  a  cet  ordre,  et  supposons  que,  les 
deux  surfaces  étant  coupées  par  un  plan  normal  quelconque,  c'est- 
à-dire  par  un  plan  qui  renferme  la  normale  commune,  on  nomme  0' 
R  les  points  où  les  courbes  d'intersection,  prolongées  dans  un  certain 
sens,  sont  rencontrées  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  P  comme 
centre  avec  un  rayon  très  petit  désigné  par  i.  Si  l'on  considère  ce  rayon 
comme  infiniment  petit  du  premier  ordre,  la  distance  QR,  variable 
avec  la  position  du  plan  normal,  sera  elle-même  une  quantité  infini- 
ment petite,  d'un  ordre  marqué  par  un  nombre  constant  ou  variable 
dont  a  -h  1  représentera  la  valeur  unique  ou  la  valeur  minimum. 

Concevons  maintenant  que,  par  le  point  Q  situé  sur  la  première 
surface,  on  mène  une  sécante  parallèle  à  une  droite  qui  forme  avec  le 
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plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  un  angle  o  sensiblement  dif- 
férent de  zéro,  mais  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  ^j  et  que  cette 
sécante  coupe  la  seconde  surface  en  S.  Dans  le  triangle  ORS,  le 
côté  RS,  sensiblement  parallèle  au  plan  tangent,  puisqu'il  sera  compris 
entre  deux  points  de  la  seconde  surface  très  rapprochés  du  point  de 
contact,  formera  évidemment  avec  les  côtés  QR,  QS  des  angles  finis, 
dont  le  premier  différera  très  peu  d'un  angle  droit,  tandis  que  le  second 
sera  égal  ou  supérieur  à  o.  Donc,  si  l'on  désigne  par  I  une  quantité 

(S  7Z 

infiniment  petite  et  par  A  un  angle  compris  entre  les  limites  ^  et  -> 
on  aura 


siii  (-  + 1 

0S=  \^-r — ^OR. 

sinA 


Or  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  distance  infiniment 
petite  QS  sera,  pour  toutes  les  positions  du  plan  normal,  de  même 
ordre  que  la  distance  QR.  De  plus,  comme  le  rapport  entre  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  P  sur  la  droite  QS  ou  sur  son  prolonge- 
ment, et  le  rayon  vecteur  PQ  =  i,  sera  équivalent  au  sinus  de  l'angle 
PQS  formé  par  la  droite  QS  avec  une  droite  PQ  sensiblement  parallèle 
au  plan  tangent,  et  par  conséquent  une  quantité  finie  différente  de 
zéro,  cette  perpendiculaire  sera  évidemment  une  quantité  infiniment 
petite  du  premier  ordre.  De  ces  diverses  remarques  on  déduit  immé- 
diatement la  proposition  suivante  : 

Théorème  Yill.  —  L'ordre  de  contact  de  deux  sur/aces  qui  se  touchent 
en  un  point  donné  P  est  inférieur  d'une  unité  à  la  valeur  unique  ou  à  la 
valeur  minimum  du  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  distance  infini- 
ment petite  comprise  entre  les  points  Q,  S  ow  elles  sont  rencontrées  par 
une  sécante  qui  forme  avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces 
un  angle  sensible,  lorsque  Von  considère  la  distance  du  point  de  contact  à 
la  sécante  dont  il  s'agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre . 

Supposons  que  l'on  ait  mené  par  le  point  P  un  plan  quelconque 
qui  forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent.  Ce  plan  coupera  les 
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deux  surfaces  suivant  deux  nouvelles  courbes.  De  plus,  on  pourra 
concevoir  que  la  sécante  ci-dessus  mentionnée  coïncide  avec  une  droite 
comprise  dans  ce  même  plan;  et  alors,  en  comparant  le  théorème  pré- 
cédent au  théorème  111,  on  établira  sans  peine  une  proposition  que 
nous  allons  énoncer  : 

Théorème  IX.  —  Lorsque  deux  surfaces  ont  entre  elles  en  un  point 
donné  un  contact  de  V  ordre  a,  tout  plan  normal  ou  oblique,  qui  forme  un 
angle  sensible  avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces,  les  coupe 
suii^ant  deux  courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  de  V ordre  a  ou  d'un 
ordre  supérieur. 

11  importe  d'observer  ici,  non  seulement  que  les  sections  faites  dans 
les  deux  surfaces,  par  un  plan  normal  ou  oblique  qui  renferme  le 
point  commun,  peuvent  avoir  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  beau- 
coup plus  élevé  que  le  nombre  a,  mais  qu'elles  peuve  t  même,  dans 
certains  cas,  se  confondre  entièrement  l'une  avec  l'autre.  Alors  le 
nombre  qui  représente  l'ordre  de  contact  des  deux  sections  prend  une 
valeur  infinie.  Ajoutons  que  ces  deux  sections  se  réduisent  quelque- 
fois à  une  seule  droite.  On  peut  offrir  pour  exemple  la  génératrice 
commune  à  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques  qui  se  touchent  en 
un  point  donné. 

Si  les  deux  surfaces  sont  représentées  par  deux  équations  entre  les 
coordonnées  rectilignes  x,y,  z,  et  si  le  plan  tangent  mené  par  le  point 
commun  n'est  pas  sensiblement  parallèle  à  l'axe  des  z,  alors,  en  sup- 
posant la  sécante  QS  parallèle  à  ce  même  axe,  on  déduira  immédiate- 
ment du  théorème  YIII  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X.  —  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  point  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe 
des  z,  il  suffit  de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  contact  et  de 
chercher  la  valeur  unique  ou  la  valeur  minimum  du  nombre  constant  ou 
variable  qui  représente  l'ordre  de  la  portion  infiniment  petite  d'ordonnée 
comprise  entre  les  deux  surfaces,  dans  le  cas  oîi  l'on  considère  la  distance 
du  point  de  contact  à  r  ordonnée  comme  infiniment  petite  du  premier  ordre . 
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(ÀUte  valeur  unique  ou  cette  valeur  minimum,  diminuée  cV une  unité, 
indique  l'ordre  du  contact. 

Corollaire  7.    —    Soient 

(48)  z=f{.r,y), 

(l9)  z  =  V{x,Y) 

les  équations  des  deux  surfaces.  Elles  auront  un  point  commun  corres- 
pondant à  un  systtMiie  de  valeurs  données  des  variables  œ,  y,  et  en  ce 
point  un  plan  tangent  commun,  non  parallèle  à  l'axe  des  z,  si,  pour 
les  valeurs  proposées  de  x,y,  les  formules  (48)  et  (/19)  fournissent  des 
valeurs  égales  et  finies,  non  seulement  de  l'ordonnée  z,  mais  encore 
de  ses  dérivées  partielles/?  =  |-i,  </  =  1-^,  en  sorte  que  les  équations 

(5o)  'f{x,Y)  =  V{x,r) 

et 


(5i) 


à  i'  â.v  df  dy 


soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de  cbacune  d'elles  conservent 
des  valeurs  finies.  Dans  cette  bypothèse,  la  différence 

(52)  ¥{a;y)~./{x,y), 

qui  s'évanouira  pour  les  valeurs  de  r  et  de  y  relatives  au  point  com- 
mun, deviendra  infiniment  petite  quand  les  variables  x,  y  recevront 
des  accroissements  infiniment  petits  \x,  Ay;  et,  si  l'on  considère  la 
distance 


(53)  ^Ix'-ï-  A/- 

comme  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  l'ordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  qui  représentera  la  nouvelle  valeur  de 
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surpassera  d'une  unité  l'ordre  de  contact  des  deux  surfaces.  Il  importe 
d'ailleurs  d'observer  que  l'expression  (53)  sera  une  quantité  infini- 
ment petite  du  premier  ordre,  si  chacun  des  accroissements  Aa?,  Ay 
est  un  infiniment  petit  de  cet  ordre,  ou  si  l'un  d'eux  est  du  premier 
ordre,  l'autre  étant  nul  ou  d'un  ordre  supérieur. 

Corollaire  IL  —  Si  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point  de 
l'axe  des  z,  mais  de  manière  que  cet  axe  ne  soit  pas  renfermé  dans  le 
plan  tangent  mené  par  le  point  de  contact,  il  suffira,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact,  de  chercher  le 
nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  différence  ^(x,y)  —  f[x, y),  en 
considérant  les  deux  variables  x,  y  comme  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.  En  opérant 
ainsi,  on  reconnaîtra  que  les  quatre  surfaces  représentées  par  les  quatre 
équations 

z  =  a:'+Y-,         z  —  x^  +  y\         z  —  x- +  y\         z  —  x^  +  y^ 

ont  toutes  entre  elles,  à  l'origine  des  coordonnées,  un  contact  du  pre- 
mier ordre,  tandis  qu'au  même  point  les  deux  surfaces 

Z  =  X"-  -\-  y",  -s  =  j^«4-l  _i- jn+l 

ont  un  contact  de  l'ordre  /^  et  les  deux  surfaces 


Al 


z-=x-^-\-y\         z^=^  x^  -{-  y' 
un  contact  de  l'ordre  ^  —  i  =  y 

4  4 

Corollaire  III.  —  Supposons  que  les  surfaces  (47)  et  (48)  aient  un 
point  commun  correspondant  aux  coordonnées  x,  y,  et  en  ce  point  un 
plan  tangent  commun,  non  parallèle  à  l'axe  des  z,  avec  un  contact  de 
l'ordre  a.  Soit  d'ailleurs  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement 
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supérieur  à  a.  La  différence 

(54)  F(x,r)-/(^,j) 

s'évanouira;  et,  si  l'on  désigne  par  A.r,  à.y  des  accroissements  infini- 
ment petits  du  premier  ordre  attribués  aux  coordonnées  œ,  y,  l'ex- 
pression 

(55)  F(.r  H-  Ax,  r  -i-  Aj-)  —  /'{œ  -+-  A^,  r  H- A)-) 

sera  (en  vertu  du  corollaire  I)  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a -h  i . 
D'ailleurs,  pour  que  les  accroissements  A.r,  Ay  soient  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  il  suffira  de  prendre 

(  56  )  Avfc'  =  a  djr,         Af  =z  a  dv, 

en  désignant  par  a  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
et  en  donnant  aux  différentielles  dx,  dy  des  valeurs  finies.  Alors  l'ex- 
pression (5/|)  se  présentera  sous  la  forme 

( 57  )  F  ( X  -t-  a  dx,  y  -\-  y.  dy)  —  /{-'«+  a  dx,  y  +  a  dy). 

Donc,  si  l'on  considère  la  variable  a  comme  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre,  l'expression  (57)  sera,  dans  l'hypothèse  admise,  un  infini- 
ment petit  de  l'ordre  «  +  i,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
finies  attribuées  aux  différentielles  dx  et  dy. 

Concevons  maintenant  que  l'on  pose,  pour  abréger, 

(58)  F(^  H-  oi.dx,  y  -}-  o(.dy)  —  f{x  4-  a.dx,y  +  y.dy)  =-  ']^(a). 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (p.  i85),  'J/""^'^(a)  sera  la  première  des 

fonctions 

•|(a),     'Y  {y.),     'Y'ia),      ... 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  a;  en  d'autres  termes,  '|^""^"(o)  sera  la 
première  des  quantités 

.t;(o),   y(o),   -yco),    ... 
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^yUjiij  ^b^teudra  une  valeur  différente  de  zéro.  On  aura  donc 

(■59)         6(0)  =  0,  -y(o)=:0,  .y'(0)  =  0,  ...,  l];'.")(0)=:0. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  principes  établis  dans  la  XiV^  Leçon  de 
Calcul  infinitésimal,  on  trouvera 

/  ^  (o)     =     F(^,r)  -     /(^,j), 

•y(o)      =.(n<{.r,r)   ^df{œ,r), 

(Go)  \'Yi<^)     =(l'V{jo,y)-cPf{x,y), 


\  -i/f  "  )  (  o  )  =  ^"  E  (  .r,  r  )  —  d"f{  X,  Y  ) . 
Donc  on  aura,  pour  le  point  commun  aux  deux  surfaces. 


(61) 


dF{.r,j)^d  /{x,j), 
dH<{x,r)  =  d\f{.r,r), 


\  d"Y{x,y)=.d"f{x,Y) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ôx  oy         "  (;./:•  oy 

ân'{x,r)    .  ,  _       d'-F{x,y)  d^Jix^      ^ 


<)x' 


0  V  ()  y 


dv' 


(G'O 


TT-"-^  dx-  4-  2  — -,       '       dx  dy  -\ ^^-— dy-, 

-  OX  0  y 


dx 

ô"F{x,y) 
âx" 


ôy' 


.   „       n  r>'F(.r,  r)   ,   „   .    , 
dx'^  H .    :.    ■   ■:  /  dx"--^  dy 


ô^Y^x,  y) 


I     dx"~'  dy 


^J" 


d"J\x,y) 


Oy" 


dy". 


Ces  dernières  formules,  devant  subsister,  quelles  que  soient  les  valeurs 
finies  attribuées  aux  différentielles  dx,  dy,  entraîneront  évidemment 
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les  équations 


(63) 


ù.v  Ojo 

<y-  V{x.  y)       ô-  /{.v,  y) 


à^- 


dx' 


()"V(.r,y)  _  d''/(a',y) 


â.t" 


ÔJC" 


()F(.r,r)  _  ô/{x,r) 
àr        "        (h-       ' 

dx  df      ~~      dx  dv 

d^Tix^r)  __  d\f{x,y] 

dx"-^  ây 
d"V{x,Y) 

()X  df''^ 


d'Vix^y)       d\f\x,y) 


Of 


<h' 


dx"-^  dy 
ô"  f{x,r) 
Ox  df"-^  '' 


(r'¥ix,y)  _d''/(x,y) 


dy" 


oy" 


Par  conséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point  où  le 
plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  z,  non  seulement,  i)our  le 
point  dont  il  s'agit,  l'ordonnée  z,  considérée  comme  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x,  y,  et  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  savoir 


(64) 


âx 


àf 


ne  changent  pas  de  valeurs,  dans  le  passage  de  la  première  surface  à 
la  seconde;  mais  il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  partielles 


(65) 


jusqu'à  celles  dont  l'ordre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immé- 
diatement supérieur  à  l'ordre  du  contact  :  en  d'autres  termes,  si  l'on 
désigne  par  n  ce  nombre  entier,  l'ordonnée  ::  et  ses  différentielles 
totales  des  divers  ordres  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  les 
quantités 


d'-s        ô-z  d^ 

dx-  dx  ây  â/^ 

à'z             ()^Z  (Ï'Z  à 

J.f-''  O.r'^  Oy  ()x  ôy-       () 


(G6)  z,     (Iz,     d'z,      ...,     ([■'-' z,     d"z, 

OEuvres  de  C.  -  S.  II,  l.  M. 
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conserveront  les  mômes  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  surface 
à  la  seconde,  quelles  que  soient  les  valeurs  assignées  aux  différen- 
tielles dx,  dy  des  variables  indépendantes. 

Corollaire  IV.  —  Si,  les  deux  surfaces  ayant  un  contact  de  l'ordre  a, 
le  plan  tangent  commun  devenait  parallèle  à  l'axe  des  :;,  alors,  en  attri- 
buant aux  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  qui  se  rapportent  au  point  de 
contact,  des  accroissements  infiniment  petits  du  premier  ordre,  on  ne 
trouverait  pas  généralement  pour  les  valeurs  correspondantes  de  la 
différence 

un  infiniment  petit  de  l'ordre  a-hi.  Néanmoins,  on  pourrait  encore 
déterminer  l'ordre  du  contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait 
usage,  en  substituant  l'une  des  variables  x,  y  à  la  variable  z.  Ainsi, 
par  exemple,  pour  montrer  que  les  deux  surfaces 

qui  touchent  à  l'origine  le  plan  des  j,  z,  ont  en  ce  point  un  contact 
du  second  ordre,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations  résolues  par 
rapport  à  x  prennent  les  formes 


et  que  la  différence 


1-3 


J--/"  '-/ 


est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  quand  l'on  considère  jet 
:;  comme  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Quant  à  la  différence 

Y{x,y)  —  f{oc,y),  elle  se  réduit  dans  cet  exemple  à 


a^{i-y'f-^{y-y'Y, 


et  lorsque  l'on  considère  x  et  v  comme  des  infiniment  petits  du  pre- 
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mier  ordre,  elle  est  une  quantité  infiniment  petite,  non  plus  du  troi- 
sième ordre,  mais  de  l'ordre  7  seulement. 

Corollaire  V.  —  Lorsque  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  2,  et  que  l'ordre  du  contact  est  un  nombre 
entier,  il  suffit,  pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher  quelle  est  la 
dernière  des  équations 

(67)     F(^,r)=/(x,j),     dY{x,y)^df{x,y),     d-¥{x,y)  =  d-/{x,y),     ..., 

qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact,  indépendamment  des 
valeurs  attribuées  aux  différentielles  dx,  dy  des  variables  indépen- 
dantes. L'ordre  des  différentielles  totales  comprises  dans  cette  dernière 
équation  sera  précisément  l'ordre  demandé. 


APPLICATION 

nu 

CALCUL    DES    RÉSIDUS 

A  l'intégration 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 

ET  A  COEFFICIENTS  CONSTANTS. 


Concevons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation  différentielle 

d"v  d"-^Y  d"--v  dv 

(7,,  a.^,  ...,  «,!_,,  ttn  désignant  des  coefficients  constants;  et  faisons, 
pour  abréger, 

(2)  *'('■)  =  '■"+  «1  /•"-'+  «2^"""^+-  •   .  +  «„_!  /•  +  «„. 

Il  est  clair  que,  pour  vérifier  l'équation  (r),  il  suffira  de  prendre 

,<,.  ,,  _   p    o{r)e'-- 

^^  -^-^((Fl/-)))' 

o(r)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  rqui  ne  devienne  pas  infinie 
pour  des  valeurs  de  /'  propres  à  vérifier  la  formule 

(4)  F(/-)  =  o. 

Effectivement,  si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  7  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i),  ce  premier  membre  se  trouvera  ré- 
duit à 

P  F(/-)  (D{r)e'-^ 
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D'ailleurs,  les  valeurs  de  9(/'),  '^'[r),  ...,  qui  correspondent  aux  di- 
verses racines  égales  ou  inégales  de  l'équation  (4),  pouvant  être  choi- 
sies arbitrairement,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  valeur  de  v, 
fournie  par  l'équation  (3),  renfermera  un  nombre  n  de  constantes 
arbitraires.  Donc,  l'équation  (3)  sera  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i). 

Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

On  posera 

Pour  que  les  dérivées  de  cette  dernière  valeur  de  j,  depuis  la  dérivée 
du  premier  ordre  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  —  \,  conservent  la  forme 
qu'elles  prendraient  si  l'on  remplaçait  '\[r,x)  par  cp(r),  il  suffira  d'ad- 
mettre que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m  inférieures 
\\  Il  —  r , 

(o)  J    e' ^ — î— r — n :  =  O. 

Ajoutons  que,  si  cette  condition  est  remplie,  on  tirera  de  l'équation  (G), 
en  y  substituant  la  valeur  de  y  donnée  par  la  formule  (7), 

Toute  la  question  se  réduit  donc  à  déterminer  la  fonction  •\i[r,x)  de 
manière  qu'elle  vérifie  les  équations  (8)  et  (9).  Or,  comme  on  aura 
généralement  [en  vertu  de  la  formule  (63)  de  la  page  iG],  et  en  pre- 
nant TU  <^  //  —  r , 

y m 
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il  est  clair  que  les  conditions  (8)  et  (9)  seront  remplies  si  l'on  suppose 

(i3)  ^{r,x)=f  e-'-V(;)  <-'--  + ?('■). 

.Tff  désignant  une  valeur  particulière  de  x  et  o(/')  une  fonction  arbi- 
traire de  /■.  Par  suite,  l'équation  (7)  donnera 

Cette  dernière  formule  est  précisément  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation (G). 

Exemple.  —   Si  l'équation  (G)  se  réduit  à 

d^v  dy  . ,    , 

on  trouvera  F(r  =  [r—  I)^  et  la  formule  (i4)  donnera 

f   e'-(^-'^  /•iz)dz 


f  =  «^ 


(,G)  <"'        ^{{{r-iy-))       ^        {{{r-ir-)) 

On  aura  donc,  en  désignant  par  a,  3'  les  constantes  arbitraires  9(1), 

(17)  r=(e'4-3^)e^+  r    (^— :;)e^--=/(-)^^^-      ^ 

On  voit  par  cet  exemple  avec  quelle  facilité  le  calcul  des  résidus 
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s'applique  à  l'intégration  des  équations  (i)  et  (6),  lors  même  (jU(! 
l'équation  (4)  a  des  racines  égales. 

Nous  montrerons,  dans  un  autre  article,  les  avantages  que  présentent 
les  formules  (3)  et  (i4),  relativement  à  la  détermination  des  constantes 
arbitraires. 
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PLACÉES  A  DROITE  ET  A  GAUCHE  DU  SIGNE  l 
DANS  LE  CALCUL  DES  RÉSIDUS. 


Soient  a:,  y  deux  variables  réelles.  Soient  de  plus 

(  I  )  z^=iœ  +  y  \l—  I 

une  variable  imaginaire,  et /(:r)  une  fonction  quelconque  de  z.  En 
vertu  des  conventions  adoptées  (p.  28),  la  notation 

(2)  "^^{{A^))) 

représentera  le  résidu  de  la  fonction /(:?)  pris  entre  les  limites  a;  =  Xo, 
T  =  X,  y  =yf^,  y  =  Y,  c'est-à-dire  la  somme  des  résidus  de /(s)  rela- 
tifs aux  racines  de  l'équation 

dans  lesquelles  la  partie  réelle  demeure  comprise  entre  les  limites  of-o, 
X,  et  le  coefficient  de  \/—  i  entre  les  limites  y^,  Y. 

Concevons  maintenant  que,  ^(x,  y)  et  y  (^,  y)  désignant  deux  fonc- 
tions réelles  des  variables  a:-,  y,  on  veuille  indiquer  la  somme  des  rési- 
dus de/(^)  correspondants  à  celles  des  racines  de  l'équation  (3)  que 
l'on  peut  déduire  de  la  formule 

(4)  z  =  o(.r,y)  +v/—  I  ■Ai'r,y), 

en  attribuant  à  la  variable  x  des  valeurs  comprises  entre  les  liniiles 
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a?o,  X,  et  à  la  variable  j  des  valeurs  comprises  entre  les  limites  jo»  Y. 
Alors  nous  ferons  usasse  de  la  notation 


'c^' 


(5)  ""\r'   \{Az))) 


a-  =  .r„*-^y=j„ 


ou 


(6)  '  ' sj  ^(/(^-))), 


r  =  ro     j--'-o 


à  la  suite  de  laquelle  nous  placerons  entre  deux  crochets  l'équation  (4), 
que  nous  nommerons  Vèquation  caractéristique,  parce  qu'elle  caracté- 
rise la  relation  établie  entre  la  variable  imaginaire  z  et  les  variables 
réelles  x,  y  qui  ne  doivent  pas  dépasser  les  limites  exprimées  dans  la 
notation  (5)  ou  (G).  Ainsi,  par  exemple,  la  notation 

(7)  '^~^  l,'~\{n^))).         [--=e-(cos7  +  v/:r7sinj)] 

indiquera  la  somme  des  résidus  de/(^)  relatifs  à  celles  des  racines  de 
l'équation  (3)  que  l'on  déduit  de  la  formule 

(8)  z  ■=:  e-^ [co?, y -{- \J — i  sinj), 

en  attribuant  à  x  des  valeurs  intermédiaires  entre  les  quantités  ^„,  X, 
et  à  y  des  valeurs  intermédiaires  entre  les  quantités  jo,  Y.  Ajoutons 
que  les  variables  réelles  et  la  variable  imaginaire  pourront  être  repré- 
sentées indifféremment  soit  par  les  lettres  x,  y,  z,  soit  par  d'autres 
lettres  arbitrairement  choisies.  Par  conséquent,  on  pourra  employer 
la  notation 

(9)  /,        ((/(-))),        [~-  =  /-(cos/>4-v^^sin/?)] 

pour  exprimer  la  somme  des  résidus  de/^;)  relatifs  à  celles  des  racines 
de  l'équation  (3)  que  l'on  déduit  de  la  formule 

(10)  ^  = /-(cos/^ -i- v^— 1  siny;), 

en  attribuant  à  la  variable  r  supposée  réelle  des  valeurs  comprises 
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entre  les  limites  Tq,  R,  et  à  la  variable/?  supposée  réelle  des  valeurs  com- 
prises entre  les  limites  p^,  P. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  les  notations  (7),  (9),  ...,  on  peut 
échanger  entre  elles,  comme  on  l'a  fait  en  passant  de  la  notation  (5)  à 
la  notation  (6),  les  lettres  placées  à  droite  et  à  gauche  du  signe  ^ ,  et 
destinées  à  indiquer  les  variables  réelles  ainsi  que  leurs  limites. 

Lorsque  l'équation  caractéristique  se  réduira  simplement  à  la  for- 
mule (i),  nous  remplacerons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'à  présent, 
la  notation  (5)  ou  ((3)  par  la  notation  (2),  dans  laquelle  les  limites  pla- 
cées à  gauche  du  signe  ^  indiqueront  toujours  les  valeurs  extrêmes 
de  la  partie  réelle  de  la  variable  z-. 

Lorsque  l'équation  caractéristique  se  réduit  à  la  formule  (10),  et 
que  la  variable  r  demeure  positive  entre  les  limites  ro,l\,  cette  variable 
est  précisément  le  module  de  l'expression  imaginaire  désignée  par  la 
lettre  z.  Dans  ce  cas  particulier,  auquel  se  rapportent  des  formules 
dignes  de  remarque,  et  qui  mérite  une  attention  spéciale,  nous  rem- 
placerons, pour  abréger,  la  notation  (9)  par  la  suivante 

(R)       (P) 

dans  laquelle  les  limites  placées  entre  parenthèses  à  la  gauche  du 
signe  ^indiqueront  toujours  les  valeurs  extrêmes  du  module  de  la 
variable  imaginaire  ::.  Comme,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  possibles 
de  cette  même  variable,  il  suffit  de  faire  varier,  dans  la  formule  (lo), 
le  module  r  entre  les  limites  r  =  o,  r  =  x)  ,  et  l'angle  p  entre  deux 
limites  de  la  forme  p  =  p^^,  p  —  V  =/;„+  27:,  il  est  clair  que  le  résidu 
intégral  de/(s)  pourra  être  désigné  par  la  notation 

(12)  /  ((/(--))), 

(0)         (Po) 

qui  se  réduit,  lorsqu'on  prend />o=  —  ~.  '^  la  suivante  : 

(»)  ^m 
(•3)  ^T       ((/(.))). 
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On  aura,  en  conséquence, 

(«4)  i((/(--)))=     *£     °°((/(«-)))=:'"V'"     ((/(--))). 

On  trouverait  de  la  même  manière 

*         0  (00)         (0) 

-x*-^_«  (O)^-TC) 

Admettons  encore  que  l'on  veuille  indiquer  la  somme  des  résidus 
de/(:;)  correspondants  à  celles  des  racines  de  l'équation  (3)  que  l'on 
peut  déduire  de  la  formule  (4),  dans  le  cas  où  l'on  prend  pourx-  et  y 
des  coordonnées  rectilignes  de  points  situés  dans  le  plan  des  x-,  y  entre 
deux  courbes  et  deux  droites  représentées  par  les  quatre  équations 

(ï9)  J  =  f(^)> 

(21)  ^  =  ^„, 

(22)  a;  =  \. 

Alors  à  la  notation  (5)  ou  (6)  nous  substituerons  l'une  ou  l'autre  des 
deux  suivantes  : 

(23)  ^"^  ^''"'\{A^))),  r--  =  ?(^,j)  +  v/=~^Z(.^-,r)l, 
('•^4)  '""  '"^--^  ((/(-))),  [-  =  ?(^,J)+V''^Z(^,7)J. 
Ces  dernières  se  présenteront  elles-mêmes  sous  les  formes 
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ou 

(26)  '~'  l!~^  HA^-))),  [^  =  o{x,f)  +  s,/~iy^{x,f)\, 

si  Ton  pose,  pour  abréger,  ({x)  =  jo»  F(^)  =  Y.  Par  conséquent,  les 
notations  (5)  et  (G)  peuvent  être  étendues  à  des  cas  dans  lesquels  j»  ^^ 
Y  désignent  des  fonctions  de  la  variable  x,  tandis  que  œ^  et  X  conti- 
nuent de  représenter  des  quantités  constantes.  Si  l'on  supposait,  au 
contraire,  que  oc^,  X  désignent  deux  fonctions  f(j),  F(y)  de  la  va- 
riable y,  et  jo.  Y  deux  quantités  constantes,  chacune  des  notations 

(27)  --«^'^-'p^--^    ((/(^))),         [^--?(.2^,J-)  +  v/=^Z(^,v)], 

•■'•=n.v)     j  =r» 

(28)        '~^ £  ~"" ((/(^) ))'      f ^  =  ?(^'/)  +  v^~' x(^' j')] 

exprimerait  la  somme  des  résidus  de/(^)  correspondants  à  celles  des 
racines  de  l'équation  (3)  que  l'on  peut  déduire  de  la  formule  (4),  dans 
le  cas  où  l'on  prend  pour  x  et  j  des  coordonnées  relatives  à  des  points 
situés  dans  le  plan  des  x,  j,  entre  deux  courbes  et  deux  droites  repré- 
sentées par  les  quatre  équations 

(29)  j:  =  f(7), 

(30)  x=zF{f), 

(3i)  J'=fo,  ^, 

(32)  7=Y. 

D'après  les  conventions  que  nous  venons  d'adopter,  il  est  facile  de 
voir  ce  qu'exprimeraient  les  notations  (23)  ou  (24),  et  (25)  ou 
(2G),  ...,  si  l'on  considérait  les  variables  réelles  x,  y  ou  r,  p,  ... 
comme  représentant,  non  plus  des  coordonnées  rectilignes,  mais  des 
coordonnées  d'un  autre  genre.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  désigne  par 
r  et  /?  des  coordonnées  polaires,  c'est-à-dire,  le  rayon  vecteur  mené 
d'un  point  fixe  à  un  point  mobile,  et  l'angle  formé  par  ce  rayon  vec- 
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leur  avec  un  axe  tixe,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  notation 

(33)  '""'Y''"' ((/(-))),         l^  =  9iP>n  +  ^~^xiP,r)} 

exprime  la  somme  des  résidus  de/(:;)  relatifs  à  celles  des  racines  de 
l'équation  (3)  que  l'on  peut  déduire  de  la  formule 

(34)  z  =  o{p,r)-h^^^z{p.r), 

dans  le  cas  où  l'on  prend  pour  ret/?  les  coordonnées  polaires  de  points 
situés  dans  un  plan  fixe  entre  deux  courbes  et  deux  droites  représen- 
tées par  les  quatre  équations 

(35)  r  =  f{p), 

(36)  r  =  F{p), 
(3-)                                                   p—-Po, 

(38)  p  =  P. 

Au  contraire,  la  notation 

(39)  '''''  l'''"\{/{^))),       [--  =  ?(/^/•)  +  V'=^z(/^/•)] 

'■  =  /•„        p—!li) 

exprimerait  la  somme  des  résidus  de/(::)  relatifs  à  celles  des  racines 
de  l'équation  (3)  que  l'on  peut  déduire  de  la  formule  (34),  en  prenant 
pour  ret /?  les  coordonnées  polaires  de  points  situés  dans  un  plan  fixe 
entre  deux  cercles  et  deux  courbes  représentés  par  les  quatre  équa- 
tions 

(40)  r  =  ro, 

(4i)  r=n, 

(42)  P=nr), 

(43)  /^  =  F(')- 

Lorsque  l'équation  (4)  se  réduira  simplement  à  la  formule  (i),  nous 
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remplacerons,  pour  abréger,  les  notations  (23)  et  (27)  par  les  sui- 
vantes 

(45)  "^V  ((/(--))), 

dans  lesquelles  nous  placerons  toujours,  à  la  gauche  du  signe  ^ ,  les 
limites  de  la  partie  réelle  de  la  variable  z.  . 

De  même,  lorsque  l'équation  (34)  se  réduira  simplement  à  la  for- 
mule (10),  nous  remplacerons  les  notations  (33)  et  (39)  par  les  sui- 
vantes : 

(46)  r    ((/(.-))), 

(R)    ^[f(/-)] 

(47)  i,       ((/(--))), 

dans  lesquelles  nous  placerons  toujours,  à  la  gauche  du  signe  ^  ,  les 
limites  du  module  de  la  variable  z. 

Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  sont  immédiatement  appli- 
cables à  la  transformation  des  résidus  pris  entre  des  limites  données, 
dans  le  cas  où  l'on  opère  un  changement  de  variable  indépendante. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose  que  les  variables  imaginaires  ^  et  / 
soient  liées  entre  elles  par  l'équation 

(48)  ^  =  'M0, 

et  qu'à  chaque  valeur  de  z  corresponde  une  valeur  de  t,  on  aura,  en 
vertu  des  mêmes  principes,  et  de  ceux  que  nous  avons  précédemment 
établis  (p.  2i4  et  suiv.). 


(49)  V;' ((/(-)))  =  '  "" i'  \(/['i(o]'y(o)), 


DANS  LE  CALCUL  DES   IIÉSIDUS.  -263 

l'équation  caractéristique,  relative  aux  variables  œ,  y,  /,  étant 

(5o)  .  ^_|_  j^37— ^(^). 

Concevons  en  particulier  que  K^)  représente  une  des  valeurs  de  z  pro- 
pres à  vérifier  la  formule 

(01  )  t=ze'-, 

et  soit  en  outre 

On  aura 

(53)  ■y(')  =  ,^  =  7; 

et  la  formule  (49)  donnera 


(^4)  ■   f     ((e^|'(e^)))  =  '    ^   r''    \()-(0)),  [t  =  e-^yW~q; 


puis,  en  posant,  pour  plus  de  commodité, 

(55)     e'  =  /-,         e^^=ro,         6-^=  H,        j=p,        fo=^f„         Y=zV, 

on  trouvera 

(5G)      '^    ((e^|-(e=)))=''""  r"~'  ((|'(0)),          [^  =  /-(cos/.  +  v^-"7sin/>)|, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(57)  ^^'  {{eU'{e-^)))=  'V"    ((  |'(0  ))• 

•''0         Xo  f>\-,}^-^{p„) 

A  l'aide  de  l'équation  (S;),  on  déduira  sans  peine  de  la  formule  (11) 
(p.  126)  de  nouveaux  résultats  dignes  de  remarque.  En  effet,  si,  dans 
la  formule  dont  il  s'agit,  on  pose/(^)  =  e-({e'),  on  en  tirera 

(58)  j 

[       -/    b"^'-'  f(e^^'"v^)  -  eyJ~  |'(e^-rov/^)]  e-  dx  =  itzs^'~  V'  ((  e'^  ('(e^) 

•''0  ''0        Vo 
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puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (55)  et  (37),  on  trouvera 


(  v/-i  f    [R  |'(ReW-i)-,-„  |'(,-„c>W-i)]eW-'^^ 


(  ''o)         I  /'0> 


La  formule  (39)  suppose  évidemment  que  la  fonction 

(60)  (•(/•e/'"/-i)  =  |'[a-(cos/>  -+-\/—  I  sin/>)] 

conserve  une  valeur  unique  et  déterminée,  tant  qu'elle  ne  devient  pas 
infinie,  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  /•,  /> 
comprises  entre  les  limites  r  =  r^,  r=  R,  p  =:p^,  p  =  P.  Si  l'on  pose 
dans  la  même  formule 

/'o  =0,  R  =;  I ,         p  —  o,  P  =  TT, 

on  obtiendra  la  suivante  : 

(0,)  ^f~:  f  eP^~'{{eP^~')dp+  f  [f(;-)-r(-'-)]^/'  =  27rv/~i'  ^""(dXO)), 

que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 

( Go  )  f   e" ^~'  |'( e"  v'=^)  dp  =  y/^T  T  f  (  r )  ^/-  +  2  7:      T      ((  ('( 0  ))• 

Si  l'on  posait,  au  contraire,  P  =/?„4-  2::,  on  aurait 
et  la  formule  (39)  donnerait 


(63)    r'"        [R|'(ReW-i)-,-,  |'(,-„eW-')JeW-'^//?=:27T'  '  r"'"^'"' ((  |'(0  ))• 


Cette  dernière,  dont  les  deux  membres  ont  des  valeurs  indépendantes 
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de  l'angle  désigné  par/?o»  se  réduira  simplement  à 

(64)  r    [Rf(ReW~)- rof(/-oe/V=^)]eP^~^^^  271 '"'/*'''    ((  |'(0  )), 

si  l'on  prend /?o  =  it.  Enfin,  si  l'on  prend  /•„=  o,  R  =  i,  et  si  l'on  admet 
que  le  produit  ^  f  (^)  s'évanouisse  pour  t  =  o,  on  tirera  de  l'équa- 
tion (62) 

(65)  f    eW"|'(eW=T)^^:^27,"y''*    ((  f(0  )). 

Les  formules  (69),  (61)  et  (65)  coïncident  avec  des  équations  que  j'ai 
données  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  1822,  dans  le 
XIX^  Cahier  du  Journal  de  V École  Royale  Polytechnique,  et  dans  le  Mé- 
moire Sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires .  Il  esl 
essentiel  d'observer  qu'en  évaluant  l'expression 

(R)  ^(P) 

(66)  ^   ((r'(O)), 

comprise  dans  le  second  membre  de  l'équation  (Sc)),  on  devra,  si  /« 
n'est  pas  nulle,  réduire  à  moitié  chacun  des  résidus  relatifs  aux  va- 
leurs de  la  variable  t,  qui,  étant  propres  à  vérifier  l'équation 

(67)  ^,^=0. 

auraient  pour  module  l'une  des  quantités  positives  r,,,  R,  ou  correspon- 
draient à  l'un  des  arcs  p^,  P.  C'est  une  convention  que  l'on  est  forcé 
d'admettre,  si  l'on  veut  que  les  formules 

(R)   ^(IM  (p)   ^(P)  (R)   ^(P) 

(68)  ^   ((r(0))--=   l   ((r(0))+   l   ((r(0)), 

('•0)       (/Jo)  Co)       (A'o)  (p)       (;'o) 

(R)  -(P)  '  (R)  ^(CT)  (R)  „(P) 

(69)  £,    ((r(0))=   £.    ((r(0))+    l,    ((r(0)) 

s'étendent  au  cas  même  où  quelques-unes  des  racines  de  l'équa- 
tion (67)  correspondraient  soit  au  module  p,  soit  à  l'arc  m.  De  plus, 
pour  que  ces  formules  subsistent  dans  le  cas  où  la  valeur  numérique 
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de  la  difierence  P  — /?«  devient  égale  ou  supérieure  à  tt,  il  faut  évi- 
demment supposer  que  la  notation  (66)  représente  alors  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  divers  systèmes  de  valeurs  de  ret  de  p  qui  rendent 
l'expression  imaginaire 

(70)  t  =  r{cosp-h\/'—i  s\np) 

propre  à  vérifier  l'équation  (67);  d'où  il  suit  que,  dans  cette  somme, 
le  résidu  relatif  à  chaque  racine  devra  être  multiplié  par  le  nombre  m, 
s'il  existe,  entre  les  limites  /?„»  P>  marcs  différents  correspondants  à 
cette  racine.  Si  un  ou  deux  de  ces  arcs  se  réduisaient  à  l'une  des 
limites />o,  P,  il  faudrait  remplacer  le  coefficient  m  par  m  —  r,  dans  le 
premier  cas,  par  m  —  i  dans  le  second.  Ainsi,  par  exemple,  dans  la 
somme  représentée  par  la  notation 

(70  i.    a  fit))), 

un  résidu  relatif  à  une  racine  négative  de  l'équation  (67)  prendrait 
pour  coefficient  l'unité,  quoique  cette  racine  répondît  à  la  fois  aux 
deux  arcs  p  =  —  T.,  p^-h-K.  Ajoutons  que,  pour  étendre  la  for- 
mule (56)  à  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  valeurs 
des  racines  de  l'équation  (67),  il  est  à  propos  d'exclure  toujours  de  la 
somme  représentée  par  la  notation 

(72)  /   ((r(0)) 

'  f 

r 

le  résidu  correspondant  à  une  valeur  nulle  de  t  =  e'  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à  une  valeur  infinie  et  négative  de  la  variable  z.  Ces  diverses 
conventions  étant  admises,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  for- 
mule (09)  continue  de  subsister  :  1°  lorsque  la  valeur  numérique  de  la 
différence  P— /?o  devient  supérieure  à  27:;  2°  lorsque  la  limite  /o 
s'évanouit. 

La  formule  (65)  fait  dépendre  l'évaluation  de  l'intégrale 

(78)  /        eP^~  ({eP\^^)dp 
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de  la  recherche  des  résidus  de  la  fonction  \'{t)  correspondants  à  celles 
des  racines  de  l'équation 

''''  à^" 

qui  présentent  une  valeur  numérique  ou  un  module  inférieur  à  l'unité. 
Elle  fournit,  comme  la  formule  (33)  de  la  page  i35,  les  valeurs  d'un 
grand  nombre  d'intégrales  définies,  et  peut  se  déduire  directement  de 
la  même  formule,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 
Si,  dans  la  formule  (33)  de  la  page  t35,  on  pose 

(74)  A^)=      '     ./'  +  --v/-: 


on  aura 


z  y/—  I  \     dz     , °°r°°//      '       ,/'+-  v' —  ' 


<-'/jtBg-)T^'=-^'^-X(( 


I+-' 


I  — ^v— ' 


Si  l'on  substitue  maintenant  à  la  variable  imaginaire  z  une  autre  va- 
riable imaginaire  t,  qui  soit  liée  à  z  par  l'équation 

(;6)  i±^  =  . 

I  —  zs/ — I 

ou 

(77)  ""^TT-t^  -'' 
et  aux  variables  réelles  yo,  rpar  la  suivante 

(78)  t  =  r{cosp  +  \^-- i  s'inp), 
r  étant  positif,  on  trouvera 


(79) 


(80) 


I  —  rcosp  —  \J — i  rs'inp    , — ■ 
I  H-  /•  cos/>  H-  v' —  '  f  sinp 


ir  sin/? 


(1  4-  r  cosp)-  -+-  {rs'inpy       (i  -+-  r  cosp)^  +  {rs'inp)^ 
I        dz  I 


dt 


\t\J'- 
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Or  il  résulte  évidemment  de  l'équation  (79)  que  les  diverses  valeurs 
de  z,  dans  lesquelles  le  coefficient  de  \l—  i  reste  positif,  correspondent 
aux  diverses  valeurs  de  /  qui  présentent  un  module  r  inférieur  à 
l'unité.  Par  conséquent,  on  tirera  des  équations  (49)  et  (74) 


I       ./  i  +  ^y/— 1\  \\  _        I       (i)^(^)     ffi'(i 
\—z\J—\)jJ        2  y/— I  (O)^(-Tr) 


<«■)  ..i.     r^f  :^!H      =wb  X„vv  . 


et  la  formule  (75)  pourra  être  réduite  à 

Si  l'on  fait  dans  cette  dernière 

(83)  ^  =  lang^, 


on  aura 

^ZSJ-I   _  2  2__^„,--  dz       __    I 


P  I ■     •     P 

CCS—  4- V  —  I  sin 


V     *       COS-— V  — isin- 


et  l'on  conclura  de  la  formule  (82) 

puis,  en  remplaçant  la  fonction  f(/)  par  le  produit  t\{t),  on  retrou- 
vera la  formule  (65). 

L'équation  (85)  peut  encore  s'écrire  comme  il  suit 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  en  évaluant  l'expression 

1)     .jTt)         //(•(^)^ 


on  devra  réduire  à  moitié  chacun  des  résidus  relatifs  aux  valeurs  de 
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-  la  variable  /  qui  auront  l'unité  pour  module  ou  pour  valeur  numé- 
rique. Ajoutons  que  les  formules  (81),  (85),  (86)  doivent  être  res- 
treintes au  cas  où  le  résidu  partiel 

s'évanouit.  Si  ce  même  résidu  acquérait  une  valeur  différente  de  zéro, 
alors,  en  excluant  de  la  somme  représentée  par  la  notation  (87)  le  ré- 
sidu correspondant  à  une  valeur  nulle  de  t,  on  obtiendrait,  à  la  place 
des  formules  (81),  (85),  (86),  de  nouvelles  équations,  savoir 

(.0,    /;r(--)^.=^H<!:(f)-:::c(('^))i' 

Enfin,  si  la  fonction  |'(/)  prend  une  valeur  finie  pour  /  =  o,  les  for- 
mules (90)  et  (91)  pourront  être  réduites  à 

(9^)  £r(^.v-n)./p=..[r(o)+;;;i™,((t^'))> 

Nous  terminerons  cet  article  en  montrant  quelques  applications 
des  formules  (85)  et  (92). 

Faisons  d'abord  successivement 

(94)  f(0==f(^  +  0, 

(95)  1(0--    p,      ' 

s  désignant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  f(/)  une  nouvelle 
fonction  de  t  qui  conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs 
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réelles  ou  imaginaires  de  t  dont  les  modules  sont  inférieurs  à  l'unité. 
Les  formules  (85)  et  (92)  donneront 

r"  — 

(96)  •       /      ((s  +  eP^-')dpz=z2r.Hs), 

(97)  /'-"'^"f(»- ^'^=^)*=  77^3^  ^^- 

i^  _  7j 

Si  l'on  fait  en  particulier  f(^)  =  e^^,  on  tirera  de  la  formule  (97) 

(98)  x'^=  '''''l^""'    re-'^^"J~e-''"^~'dp; 

et,  par  suite,  en  supposant  A^  =  h, 

(99.)  \'-.x"  =.  '''^'^^""   r^^Ce'-''^^-  ,)'"e-"W~+-''^^rf/.. 

Si,  dans  la  formule  (96),  on  réduit  la  constante  s  à  zéro,  on  aura  sim- 
plement 

(100)  /      i(e+P^  ')dp  =  irA{o) 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(.0.)  /    '■f(W-)  +  f(a-W--l)^^^^^^^^^ 


/ 


Concevons  maintenant  que  l'on  fasse  successivement 


(r02)  |'(0=:-~^,: 

(io3)  1(0=^ ;ç' 

I 

t 


s  désignant  toujours  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  la  fonction 
f(;)  étant  assujettie  à  la  condition  que  nous  avons  indiquée.  On  tirera 
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de  la  formule  (92)  :  1°  en  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module 
de  s  inférieur  à  l'unité, 

(io4)  /       ^ -é=dp  =  27:(io), 

(io5)  /      -^ -f^dpr=^2TA{s)- 

2°  En  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  s  plus  grand 
que  l'unité, 


(107)  '  /      -^ J=dp=o. 


-j,ij   i 


Si  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  s  devenait  égal  à  l'unité,  alors, 
en  réduisant  chacune  des  intégrales  prises  entre  les  limites  —  7:,  +-:: 
à  sa  valeur  principale,  on  tirerait  des  formules  (85)  et  (92) 

•y  —Tz 

r'^    f(eW~)      ,  ..  . 

(,09)  /      ^ ^dp  =  r.ï{s). 

Si  l'on  combine,  par  voie  d'addition  et  de  soustraction,  les  formules 
précédentes,  on  en  déduira  immédiatement,  quel  que  soit  s,  les  valeurs 


des  intégrales 


f  "^      I  -  y  cos/>       f(e/>^')  +  f(e-/V-')  ^^ ^ 

J ^       I  —7S  COSp  4-  .V-  ?^ 

=  i    r  ( ^  +  '--=)  t(e''^')dp, 

f  '  .s-sin/^  f(eW~)  —  ^ie^^^f^  ^ ^ 

j  I  —  T.  s  COSp  H-  s'  2  J —  I 

2   /       \  I  _  .ve-/^-'        I  —  sei'v    '  / 
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et,  par  suite,  en  ayant  égard  à  l'équation  (loi),  les  valeurs  des  inté- 
grales 

'''f(e/V~)  +  f(e-/^v^)  dp 


/ 
/ 


3  1  — 'S  COSp  -+■  S^ 


1  I  —  2  5C0S/>4-5'- 

y  1/117  ^  —  2  "^  cosp  -\-  s- 


On  trouvera  de  cette  manière  : 

1°  En  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  s  inférieur  à 
l'unité, 

(iio)  /''"f(eW^)  +  f(e-W^)  dp  ^^^f(^) 

«^0 


1  —  2  s  cosjo  H-  5^  1  —  s- 


(III) 


J^  1  J  —  2  5C0S/>  +  5-  2  5|_I  — ,$2  J' 

/ 


^f(e/W-i)  —  f(e-/'v/-i)  s'mpdp  _  ti_ 

2  i/ir7  1  —  2  5  COS/>  H-  ^''^  2  5 


fJf(-0-f(o)]; 


2°  En  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  s  supérieur  à 
l'unité, 

r''f(eW~)  +  f(e-W=ï)  dp  \~s) 

(112)  /         -^ ■ ^ ^ ; "2=71-; -, 

J  2  I  —  25C0S/>  +  5^  S-  —l 

i     r'^i(eP^~')  +  i(e-P^~')  cospdp  ^up^  +  i^/i\  ] 

\Jg  2  i  —  ISCOSp  -\-  S'^  2s\^S'^  —  l       \.S  J  J' 

1     /'^f(gW=T)_,j-(^g-W^)  sinpdp         ^""Iff')      f(o)1. 

[J  2^/— I  1  —  25C.0Sy^  +  6-^  25L\.«/  J' 

3°  En  supposant  la  valeur  numérique  ou  le  module  de  s  égal   à 
l'unité,  et  chaque  intégrale  réduite  à  sa  valeur  principale 

^"^^7         2 I-25C0S/.  +  5^-2(l-5-^)L^'^         'V^;J' 


(.i3)  \ 
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(dj)  < 


iX 


""  f(gPv/-t)H-f(e--Pv^-')  cos/>  dp         _  7r_  i  + -v^  1  „     \  _  r /  i 

2  I  —  2,Ç  COS/?  +5^         4'5  1  —  *"^  I  ^  -^ 


f^:[f(')-<.0: 


t:  ,. 


(o), 


f(^)  +  M7     -2f(o) 


2  i/ I  I  —  25C0S/»  H- 5^         /J'y  L 

Il  est  bon  d'observer  que,  pour  tirer  les  formules  (112)  et  (i  i3)  des 
formules  (no)  et  (m),  il  suffit  de  remplacer  ^  par  -•  De  plus,  si  l'on 
pose  s  =  ±:  i  dans  la  seconde  des  formules  (i  1 5),  on  trouvera 


(116) 


u: 


cet     -    ^ 1 -'rf/0r=7r[f(l)    —1(0)], 

2  2  y/—  I 

tang^  -^ ^— = — '  dp  =  Ti[[{o)  —  {{—\)]. 

^  2  y —  1 


Ajoutons  que  l'on  pourrait  déduire  directement  les  équations  (i  10), 
(i  1 1)  et  suivantes  de  la  formule  (86)  ou  (91)  en  posant  successivement 


|'(0 


f(0 


(-^0(1-9  (.-^0^-^ 


2±  u 


Si  l'on  posait,  au  contraire, 

at)=(t±\yi{t),    f(o 


(1-50       I 


f(0, 


/i  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  la  formule  (91)  détermine- 
rait immédiatement  quatre  des  six  intégrales 

(117)  /     cos"p- ^ ^-dp. 


(118) 


(rig)  /      sin"p 

OEwresdeC.  —  S.U,t.\l. 


j     sm"j 
«^  0 


2                   I  —  2  s  cosp  -+-  s- 
^^ "  ^/'' 


35 
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(120) 


I  —  2 S  COS/J  4-  •«■' 


(122) 


/ 


2  y/ — I 

''f(e''v^)  — f  (<?-/' n/-0  sin'7^^//> 


1/ j  1  —  25C0S/>H-.V- 


savoir,  les  quatre  premières  pour  des  valeurs  paires  du  nombre  n,  et 
les  deux  premières  avec  les  deux  dernières  pour  des  valeurs  impaires 
du  même  nombre. 

Si,  après  avoir  remplacé,  dans  les  formules  (io4),  (io5),  ....,  s  par 

±:  ^v  —  ï»  ^^»  combine  ces  formules  entre  elles,  de  manière  à  faire  dis- 
paraître les  imaginaires,  on  en  déduira  sans  peine  les  valeurs  des  inté- 
grales 

3       r''f(.,-^)+f(.-W^)/ , ^ \ 

J^  2  \l—  2  5siiiyj-t- A-^         H-2  5Sin/?  -+-5-/ 

/-''ffW^)_f(,-W^)/ , I \ 

J„  2v/^^  \i  — 25sin/j+52       I -h2xsm/?  +  5-y 

y^^-^i  J  2  \i  —  25Siny> +  5-       I  4-2^siny^ -f-5-/ 


/-^f(eW=^)-f(e-w-0/ 


v'^"^     /  / — r  \  I  — 2  5sm/>4- .ç^       I  4- 2  5sm/p  4-.V-/ 


et  de  plusieurs  autres. 

On  peut  déterminer  immédiatement,  à  l'aide  des  principes  que  nous 
venons  d'exposer,  les  valeurs  des  six  intégrales  définies 


(127) 


/     r''f(eW--i)4-f(e-/'v/-')  71.,.    , 

l    /      J^ L ^ -ç,o?,pdp  =.  -ï{o), 

/      -^ ^ — ^^i:,:^ sin />  dp  =  -  f  (o), 

Jo  2\J—l  ^' 
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(.2{ 


/ 


^ sec/j  dp    =  T.  -^ —  ^      ^ ^ , 

0  ^  2  \/—  I 

/        ;== COSiiCpdp=^U   ^-^ ^^ -■> 

Jo  2V/—  I  2 

\    /      ?=^ iixngp  dp=zr.\  —^ ^ ^ — >^ '  —  f ( o 

,  ,    1^0  2V^—  I  I  2 

(129)  -;       ^  _ 

'^'f(eP^)—({e-P^~)       .       -  rf(i)  +  f(_i) 


v/- 


COt/>  fl^ 


[î<i)^'r:l)^r,o,]. 


En  effet,  on  déduira  les  formules  (127)  des  équations  (i  1 1),  en  posant 
^  =  0,  et  la  seconde  des  formules  (128)  ou  (129)  des  équations  (116) 
combinées  entre  elles  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction.  Ajoutons 
que,  pour  obtenir  la  première  des  intégrales  (128)  et  la  première  des 
intégrales  (129),  il  suffira  de  réduire  la  constante  ^  à  l'unité  dans  les 
intégrales  (i25)  et  (126).  Au  reste,  on  parviendra  directement  aux 
équations  (127),  (128)  et  (129)  si,  dans  la  formule  (86)  ou  (91),  on 
remplace  la  fonction  |'(/)  par  l'une  des  suivantes  : 

t  L  t  t 

Les  diverses  équations  que  nous  venons  d'établir,  à  l'aide  des  for- 
mules (85)  et  (92),  peuvent  se  tirer,  pour  la  plupart,  du  théorème  de 
M.  Parseval.  Plusieurs  de  ces  équations  étaient  déjà  connues  et  s'ac- 
cordent avec  celles  qui  ont  été  données  par  M.  Frullani,  dans  un  Mé- 
moire publié  en  1819,  par  M.  Guillaume  Libri,  dans  le  tome  XXVIII 
des  Mcmoires  de  l'Académie  de  Turin,  enfin  par  M.  Poisson  et  moi,  dans 
le  Ikdletin  de  la  Socièlé pJiilomathiqiie  de  1822,  et  dans  le  XIX^  Cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  réduit  la 
fonction  f(/)  à  l'une  des  suivantes 

i  —  ty    ,/'  — ^\    ^^i±j\    ,/'  — ^ 


,1-^v        \  2   y       \   2   /       \  i -\- 1 
et,  si  l'on  remplace  :  1"  la  lettre  s  par  la  lettre  /■;  2°  la  variable  p  par 
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2/?,  on  déduira  des  formules  (io5),  (roG),  (107),  ...  les  résultats  con- 
tenus dans  la  page  89  du  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises 
entre  des  limites  imaginaires. 

Lorsque,  dans  la  formule  (^S),  on  remplace  p  par  2/7,  elle  donne 


(i3 


'|'((!'W--)-|'(,.+'W-')  ^^^  ^   T, 


Cela  posé,  concevons  que,  f(^)  et  F(.r)  désignant  deux  fonctions 
réelles  et  entières  de  la  variable  x,  et  a  une  constante  dont  la  valeur 
numérique  ou  le  module  soit  inférieur  à  l'unité,  on  substitue  à  la  fonc- 
tion ('(/),  ou  le  rapport 


(.3i) 


ou  l'un  des  produits  auxquels  on  parvient  en  multipliant  ce  même 
rapport  par  l'une  des  expressions 


r  I 

f       i\"] 

t 

- 

^  +  7 

\_2 

V        tJ] 

r  I 

(       l\1 

h 

^  +  7) 

2 

\     ^/J 

~2-   '   Kir)  '   K^t 


I      /n-A" 


I  \     2 


,_1    V    W       ,/'  +  ' 

t  \       2 


I  4-  t 


I  —  t 


m  ^'M^) 


On  tirera  successivement  des  formules  (93)  et  (i3o) 


^     ^  ./     F(cos«)  ^  iF(o 


(Oi'^l-TT) 


/  I 


(,33)     r   l\^^^-'^ cos'^pcos apdj. 

.'„      t  (C0S2«) 


'(C0S2/J) 


f-^  =  — -r  \  T^^ — r  H-       /'  ,  -~y~/ — F — / \  -I  \  \    • 


-(^(o)       --'-<(K[i(,.i.)])) 


o,x       r       (C0S2«)      .     „ 

(i34)    /     TT ^— sm«/^cos( 


((4K-0]) 


DANS  LE  CALCUL  DES  RÉSIDUS. 


277 


r-i 


f(C0S2/>) 


(  1 35  )    /    ^^pzi^Li  t  a  n  g«/>  dp 

'       F(C0S2/>)  ^   ^     ' 


TT  f(o)  Cl   ,J"> 


/   orN      r     ((coS'ip)  71]   f(o),/l 

(•36)     /     :-^ '-^icospdp— -  { -^\{- 

J       I^(C0S2^)  '      ^  2       t(o)     \2 


(I)         (U) 


"  J,    KC0S2P)        '    '       'r'°>   ^'^      '•''-"  (ffFrif,  4-1)1  ))  i 

'    J.      KC0S3/J)  °''     '  ^■•>*-'l-'l     .'^('l,- [!(',+  j."]l\U 


(■ 


3.,))  /"I 


'     cos«-*/»  -^ — ^  dp  =. r      r 


(i  +  O 


F(C0S2/>) 


-[î(-i)])) 


sin/> 


(.4o)/"j. 


f(cos2/))    p  dp   '"  p"^< 

(cos2/>)  sin2/>        '  (0)^^(_7 


0)'-^(-  TT) 


1  (    ^M   f 


<"-''-[K'-7)]))' 


(^(r^-i)F 


-^-7 


(.40  / 


I   r^f(cos 


f(C0S2/^)  1  COS/^ 


2/j)    />^  +  (lC0S/>) 


^dp 


■K  ]    f(o)    __I ^  <>>  pC^ 

2    î>j^7T"^ 


(0) 


[K-Z 


"'(('m^K-z)]))) 


J^    f(cf)S2/y)         />  tan gyy 
„    F(cos2/?)  />2+(lcosyw)2 


(142)    \ 


dp 


T.]  f(o)       I       ,   (n^jTT) 


(i-Of 


|.(o),p 


-4- 


•<"'^<-'^'(,  +  ^)l^'+^ 


I  /       iM 

-U  +  - 

LA      ^/ 

//i^ 

F'/      i\ 

J 

-  ^  +  - 

\\ 

LA     t  \ 
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Il  est  essentiel  d'observer  que  les  formules  (i33),  (i34)  et  (i3c)) 
[)euvent  être  étendues  à  des  valeurs  positives  quelconques  de  la  con- 
stante a. 

Lorsque,  dans  les  équations  précédentes,  on  réduit  les  fonctions 

f(.r)  et  ¥{x)  à  l'unité,  on  en  conclut 


(i43) 


(i44) 


(i45) 


(.46) 


(i47) 


(i48) 


('49) 


/    cos'p  cos ap  dp  =^^, 

•    0 

/     sii)"/?  cosrt  (  ^  —  p]  dp  z=  ^ 

2E 

J'     iang'* p  dp 
0 


2  COS 


j    lcospdp=~\(^ 

I  \sinpdp  =  ~  \(^y 

I     \[i\ngpdp^o, 


sina/> 


p"^'    ('  +  0^ 


i  ^-^''"'^^iTi7^/^-.-,o.s.-..  ((^-0)  -^^ 


(  1 5 1  ) 


H5o) 

f''- 
■  h     /''  +  (!  COS/» )•  2 


Jy     sin  2/;» 


1  cos/>  ,         T. 

-dprz::. 


-'^T\-'   ,.,c. 


(I)      ^(7t) 
(  0  )  ^(  -  71  ) 


J  4-  t 


:(,2), 


Si  l'on  posait,  dans  l'équation  (i45),  tang/>— a?,  et  si  l'on  y  remplaçait 


DANS  LE  CALCUL  DES  RÉSIDUS.  279 

a  par  a  —  \,  on  retrouverait  une  formule  d'Euler,  savoir,  l'équa- 
tion (5o)  de  la  page  i4o.  On  doit  au  même  géomètre  la  formule  (i47)» 
de  laquelle  on  déduit  sans  peine  les  équations  (r4G),  ('48);  et,  à 
M.  Poisson,  les  formules  (i43),  (i5i),  (i52).  Ajoutons  qu'on  peut  tirer 
la  formule  (r44)  de  l'équation  (i43),  et  que  l'intégrale 


j 


P  dp 
sin2/j 


a  évidemment,  comme  l'indique  la  formule  (i5o),  une  valeur  infinie. 
Quant  à  l'équation  (i49)>  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement  toutes 
les  fois  que  la  constante  a  se  réduit  à  un  nombre  entier,  elle  ofi're  cela 
de  remarquable,  qu'on  peut  y  faire  varier  arbitrairement  la  constante 
dont  il  s'agit,  sans  que  le  premier  membre  change  de  valeur. 

L'intégrale  (i4o)  est  l'une  de  celles  dont  j'ai  appris  à  déterminer  les 
valeurs  dans  un  Mémoire  approuvé  par  l'Institut,  sur  un  rapport  de 
M.  Legendre,  daté  du  7  novembre  18 14.  Si  l'on  remplace  f(x)  par 
(i  —  .r*)  f(^),  cette  même  intégrale  se  transformera  dans  la  suivante  : 

,    .^,  T"  f(C0S2/^)  .  , 

Les  équations  (i32),  (i33)  et  suivantes  supposent,  comme  les  for- 
mules (93)  et  (i3o),  que  l'expression  (i3i)  conserve  une  valeur  tinie 
pour  une  valeur  nulle  de  /,  ce  qui  arrivera  nécessairement  si,  dans  la 
fraction  rationnelle 

F(a-)' 

le  degré  du  numérateur  est  inférieur  ou  égal  au  degré  du  dénomina- 
teur. Si  le  contraire  avait  lieu,  les  intégrales  comprises  dans  les  équa- 
tions (i3'2),  (i33)  et  suivantes  pourraient  facilement  se  déduire,  non 
plus  de  la  formule  (93),  mais  de  la  formule  (91).  Ainsi,  par  exemple, 

si  l'on  prenait 

{{x)—x»'         et         F(.r)=zi, 
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m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  le  premier  membre  de  la  for 
mule  (i32)  se  réduirait  à  l'intégrale 


COS'"/»  dp, 


et,  pour  déterminer  cette  intégrale,  il  suffirait  de  poser,  dans  la  for- 
mule (91), 

On  trouverait  ainsi 

(i54)  f  cos"'pdp=  ~r  {'-^n"\ 

D'ailleurs,  le  coefficient  de  -,  dans  le  développement  de 

(i-ht-)'"- I  m      I  m  (m  —  1)1 

est  évidemment  égal  à  zéro,  lorsque  m  désigne  un  nombre  impair, 

et  à 

m{m  —  i)...(—-hi) 

\2  /  1.2.3. ..(m  —  i)m 


1.2.3...-  (1.2...-W1.2...- 


dans  le  cas  contraire.  On  aura  donc,  pour  des  valeurs  impaires  de  w, 
(i55)  /     cos"'pdpz=zo 

et,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

(106)        J       cQS'n  p  dp  z=i  —  '  -- 

ce  qui  est  exact. 


1.2...-        1.2...-^ 
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Supposons  encore 

L'intégrale  (i4j)  deviendra 

■K 

J'     p  coip  dp, 
0 

et  sa  valeur,  déduite  de  la  formule  (91),  sera 

Concevons  maintenant  que  l'on  prenne  successivement 

(.59)  !(')-     '"" 


i  désignant  une  quantité  positive,  et  f(i)  une  fonction  qui  conserve  une 
valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  t  dont  les 
modules  sont  renfermés  entre  les  limites  o,  i.  On  tirera  de  la  for- 
mule (92)  :  i''  en  supposant  s<^  27:, 

(.60  /      — P-.     /      dp^—{{o), 

161)  /      -, ;—       /      dp=z-—={{o); 

2"  En  supposant  s  =  2t:, 

r'  _p'^  fUW:^)  ^  ^^^^  ^  f(^)  -.  f(-  v/^), 

^  f  g27t(cos/>+v/— 1  sinpj  J  -i 

(i63)         / )^. r^ — dp-  -=.U{o)  +  ^ U 

o£iw«  (/e  <:.  —  S.  n,  t.  Vi.  ^<' 
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■  3"  En  supposant  s  compris  entre  les  limites  27:,  4". 

(i64)     /       — -',        '      ^/>=—    f(o)  +  f   --NZ-O+f    -  —  V-i       > 

*^    —71 

(i65)     /      — ~ -^—dp—       f(o)  +  f    —     4-f • 

En  général,  si  l'on  suppose  s  =  2/i-k,  n  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque, on  trouvera 

l       /  g2«Tu(cos/>+-\/— 1  sin/')  j 

(.66)  ^_jf(o)^f(i,'^)+f(i,/-_-T)^...+  if(,/37)  j^ 

Si,  au  contraire,  on  suppose  la  quantité  s  renfermée  entre  les  limites 
2/i~,  i[n  +  1)7:,  on  aura 


g/.v/-if(e/'N/-i) 

_ \ fip 


f   -^ 


(cos/)-(- v^- 1  si  a/)) J 


<-Tv'-)-<-^v'=T).....f(-i^v/=T 


I  g-s[sinp-  v'  -1  ojs/>)  — .  [ 

»y  -  it 


(.69)'  if(o)  +  f(Î^Uf('li:U...  +  f^''" 


o,  7TÏ  V-S/  \-^/  \-^ 


^^-'1      +f('_^î5)  +  f(_^U...+f^  ^ 
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Si,  dans  l'équation  (i%),  on  remplace  s  par  -^,  et  f'(/)  par  M-)'  on 
obtiendra  la  formule 


,u       e/'v/-»lY-e/W-A 


(i-o)   {^  -t:  e 


•ÀTZ  /    .  1 —  ^ 

:-  ^sin/)  —  y/— lcos/)j 


dp 


s/~ 


[f(o)  +  f(i)  +  f(2) +...  + f(/0  +  f(- 0  +  f(- •^) -+-•••  + f(- '0], 


(jui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  s  renfermées  entre  les  limites 
v  =  ->  s  =^ On  aura  donc,  par'suite, 

f(-  n)  4-  f(-  n  +  I)  +...+  f(-  I)  +  r(o)  +  f(i)  +...+  l'(«  — I)  +  f(/0 

_  V^ 


('7')  ' 


-  /     —ï^r ^= — ^ — ''r^ 


—  ^—Icosp  ) 


et  l'on  en  conclura,  si  la  fonction  î{t)  est  réelle, 

/   f(—  n)  +  f(-  ,i  +  ,)+...  +  f(-,)  +  f(o)  +  (•(,)  ^  ...+  f(,t  _,)  -f-  f(  „) 


2TC 

—    Mtl/, 


(•72) 


^     ^     .  .in/>-sin(/>-^cos/.)      f  (^  eW- '  )  +  r(^'^  ^-W-f 

-   /      -^^ : ^— i^  -^^ -—:r- '-  'fp 


2  7r  \  -—  SU)/) 

2  COS  I   -^  COSp  )  -h  C 


,7ï    e  -        cos/>  —  COS  (  /:> cos/> 


.■-  r 

■>     /  —  sin» 


s  21Î     . 

2  COSI   COS/>     +  <? 


2  V'' —  I 


^/,. 


Les  formules  (171)  et  (172)  supposent,  l'une  et  l'autre,  la  valeur  de  ,v 

comprise  entre  les  deux  nombres  -> Le  premier  membre  de 

chacune  d'elles  se  réduit  à  la  somme 


(-73) 


f(o)  +  f(i)  ^f(o.)4-...+  f(,0, 
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dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

(174)  f(0==f(-0. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose,  dans  la  dernière  de  ces  formules, 

f(f)  =  r-'»         ou         f(0  =  e'''\ 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  a  une  constante  arbitraire, 
on  trouvera  successivement 

I  4-  2-'»  +  3-'"  +...-[-  «2'» 


(-7.^) 


<r'j:. 


i    ^u  e  ^         sin(2/« -h  i)/?  —  sin    (2/?î  +  i)/> — -^  cosp 


e^        — 2C0s(  — cos/>  1  +  e     " 


dp, 


i   — h  e"  +  e^^  4-  e'«  -h  .  .  .  +  e"'" 
(176)/  ^nc^        s\n  l  p -r- -^sin2p\  —  sm  Ip -+- —?,\n2p cosp\    „cns2/. 

=  .-  /  ^''^ h — \  '    .. . — ^ — -'  ■'  '0'- 

\  ^  - -K  e  "         — 2C0s(  — cos/>  1  4- e     •* 

Supposons  encore  que  l'on  prenne  successivement 

f(0 


(■77)  r(o 

(•78)  r(o 


f(0 


(e 


^' i'-St\        ,,( 


f(/)  désignant  une  fonction  qui  conserve  une  valeur  finie  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  t,  différentes  de  zéro,  et  dont  les 
modules  sont  renfermés  entre  les  limites  o  et  r.  Alors  l'équation  (91) 
fournira  immédiatement  les  valeurs  des  deux  intégrales 

r'^{{eH~)  ^[{e"i>^~) dp ^ 

('79)        J  2  e-'f''°='/'H- 2  cos(25sin/>)  4-e-^*"^/'' 

~  ï{eH~^)->r-{[e->>^~)  dp 


(180) 


/ 


f,-isco,i>._  2  ces (2 A-  sin/>)  +  e-2*c"*/' 
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Ces  dernières  intégrales  comprennent,  comme  cas  particuliers,  celles 
que  M.  Poisson  a  déterminées  à  la  page  494  du  XIX^  Cahier  du  Journal 
de  l'École  royale  Polytechnique. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  applications  des  for- 
mules (85),  (91),  (92),  etc.  Nous  en  avons  dit  assez  pour  taire  voir  les 
avantages  qu'elles  présentent  dans  la  détermination  des  intégrales  dé- 
finies. 


SUR  LA  IIÉSOLUTION 

DE 

QUELQUES  ÉQUATIONS  INDÉTERMINÉES 

EN    NOMBRES    ENTIERS. 


§   !•"■.   —   Résolution  en  nombres  entiers  des  équations  homogènes 
entre  deux  variables. 

Soit 

F(^,r) 

une  fonction  homogène  des  deux  variables  x\y.  L'équation  indéter- 
minée 

(i)  V{x,y)  —  o 

pourra  être  facilement  résolue  en  nombres  entiers.  En  effet,  si  l'on 
pose  y  =^ px,  cette  équation  deviendra 

I 

i)l  il  ne  restera  plus  qu'à  résoudre  cette  dernière  par  rapport  à  />.  Si 

l'équation  (2)  a  des  racines  réelles  et  rationnelles,  et  si  l'on  désigne 

par 

M 

N 

une  quelconque  de  ces  racines  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  on 
vérifiera  l'équation  (i)  en  posant 

(3)  •^  =  ^ 

^       N 


SUR  LA  RÉSOLUTION,  ETC. 


287 


VA,  par  suite, 

(4) 


A-M,        j=:AN, 


/•désignant  un  nombre  entier  choisi  arbitrairement. 

Exemple.  —  Supposons  que,  les  quantités  réelles  A,  B,  C  ayant  pour 
valeurs  numériques  des  nombres  entiers,  on  propose  de  résoudre 
l'équation  indéterminée 

(5)  A^^  +  B^j'+C/ 

On  en  tirera 

(6) 

et,  par  suite, 

(7) 


A  -i-  B/>  +  C/»'  =  o 


r  —  Ti  ±:  JW- 


4AC 


Donc  l'équation  (,))  ne  pourra  être  résolue  en  nombres  entiers  que 
dans  le  cas  où  B-  —  4  AC  sera  un  carré  parfait. 


§  IL  —  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  homogène 
du  premier  degré  à  trois  variables. 

Soit  donnée  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

(i)  au -\- bv -\- cw  r=o, 

a,  h,  c  désignant  trois  quantités  entières,  c'est-à-dire  trois  quantités 
réelles  qui  aient  pour  valeurs  numériques  des  nombres  entiers,  et//, 
r,  ^p  trois  inconnues.  Si  l'on  exclut,  comme  on  peut  toujours  le  faire, 
le  cas  où  les  trois  quantités  a,  b,  c  ont  un  diviseur  commun,  on  recon- 
naîtra sans  peine,  non  seulement  que  l'on  satisfait  à  l'équation  [\)vn 
prenant 

IL 


(2) 


br  —  en, 
cm  —  ar, 
an  —  bm, 


m,  n,  r  étant  trois  quantités  entières,  mais  encore  que  les  valeurs 
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précédentes  de  u,  v,  w  offrent  toutes  les  solutions  possibles  de  la  ques- 
tion proposée.  En  effet,  désignons  par  U,  V,  W  un  quelconque  des  sys- 
tèmes de  valeurs  entières  de  u,v,  w  propres  à  vérifier  l'équation  (i), 
en  sorte  qu'on  ait 

(3)  aU  ^  bY -h  cW  —  o. 

Soit  d'ailleurs  cD  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  />; 
(ô,  par  hypothèse,  ne  pourra  diviser  c,  et,  en  conséquence,  W  devra 
être  divisible  par  (D.  Il  en  résulte  immédiatement  qu'on  pourra  trouver 
des  quantités  entières  M  et  N  qui  satisfassent  à  la  formule 


a   ^r 

b  ^. 

W 

—  N  - 

--M  = 

(Jt) 

cô 

"Td 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante  : 

(4)  W  =  aN  — ^M. 

De  plus,  si  l'on  élimine  W  entre  les  équations  (3)  et  (4),  on  en  con- 
clura 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)  |(U  +  cN)=:|(cM-V); 

et,  comme  —  ?  —  n'auront  pas  de  facteurs  communs,  on  tirera  évidem- 

CD    CD  ^ 


cM  —  Vrrr^R 

(0 


R  désignant  une  quantité  entière.  Enfin,  c  et  ûD  n'ayant  pas  de  facteurs 
communs,  on  pourra  trouver  encore  deux  quantités  entières  r  et^  qui 
vérifient  la  formule 

(7)  l\  =  (Qr—  es. 


m  en 

tde 

l'équation 

(5) 
U  +  cN  = 

â"^ 

ou 

(«) 

-  =  > 

-cN, 
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Cela  posé,  les  équations  (6)  donneront 


(8)  \}  =  br-c(js  +  -sj,         v^c^xu-t--. 

Or  il  est  clair  que  les  valeurs  de  U,  Y,  W  déterminées  par  les  for- 
mules (4)  et  (8)  coïncideront  avec  les  valeurs  de  u,  v,  w  ([ue  l'on  dédui- 
rait des  équations  (2)  en  posant 

(9)  '"="-*ï  +  S''  ''="^^"^^'- 

Donc  ces  équations  fournissent  toutes  les  solutions  possibles  de  la  for- 
mule (i). 

Si  l'on  désignait  par  //„,  t'o,  <n  "n  système  particulier  des  valeurs 
de  u,  V,  w  propres  à  vérifier  l'équation  (i),  en  sorte  qu'on  eût 

(10)  «Mo  +  ^<'o  +  C'^'o  =  t» 

on  pourrait  remplacer  l'équation  (i)  par  la  suivante 

(11)  a{u--u^)  +  b{v  —  ^\)  +c((v'-tv'o)--o, 

et  substituer  en  conséquence  aux  premiers  membres  des  formules  (2) 
les  trois  différences  u  -  u,,  v  -  v,.  w-w,.  Cela  posé,  les  valeurs 
générales  de  w,  v,  w  se  présenteraient  sous  la  forme 

/   u  =  «0  +  bi^  —  en, 
(12)  \  V  ■=■  ('0  +cm  —  ar, 

\  sv  —  Wq  -+-  an  —  bm. 

§  III.   -  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  homogènes 

entre  trois  variables . 

Soit 

une  fonction  homogène  des  trois  variables  x,  y,z\  et  supposons  que, 
étant  donnée  une  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéter- 
minée 

(i)  F(^,7,-)=o, 

OF.uvres  de  C.  -  S.  U,  t.  VI.  ^7 


290  SUR  LA  RÉSOLUTION 

on  propose  de  résoudre  généralement  la  même  équation.  Soit 

(2)  xr=i.a,         y^nb,         z^=-c 

la  solution  donnée,  en  sorte  qu'on  ait 

(3)  ¥{a,h,c)  —  o, 

r/,  h,  c  désignant  trois  quantités  entières.  Si  l'on  satisfait  à  l'équa- 
tion (i)  par  d'autres  quantités  entières  oc,  y,  z,  on  pourra  encore  en 
trouver  trois  u,  v,  w  qui  soient  propres  à  vérifier  les  deux  équations 

(  au  -\-  bv  -\-  cw  r=.o, 

(4) 

(  œu -\- yv -\- zw  =zo, 
desquelles  on  tire 

^'  '  cy  —  bz       az  —  ex        bx  —  a/' 

car  il  suffira  de  prendre  pour  w,  v,  w  les  trois  différences 

cy — bz^         az  —  ex,         bx  —  ay, 

ou,  si  l'on  veut  qu'il  n'existe  pas  de  facteur  commun  aux  trois  quan- 
tités u,  V,  w,  les  quotients  qu'on  obtiendra  en  divisant  les  mêmes 
différences  par  leur  plus  grand  commun  diviseur.  Si  maintenant  on 
substitue  dans  l'équation  (1)  la  valeur  de  z  tirée  de  la  seconde  des 
formules  (4),  on  trouvera 

(6)  F(^^,/, -— -  J  =  o, 

OU,  parce  que  la  fonction  F(^,  y,  z)  est  supposée  homogène, 

(7)  Ylwx,wy,—{ux-^vy)'\-=.o. 

De  plus,  comme  on  vérifie  l'équation  (i)  et  la  seconde  des  formules  (4) 
en  prenant  a;  =  «,  j  =  6,  ^  =  c,  on  aura  encore 

(8)  F[^f'a,  (v^,  —  (/m  +  c^)]  =  0. 
Enfin,  si  l'on  pose 

(9)  ^^p.         -  =  P, 
^^'  X       '^  a 
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les  formules  (7)  et  (8)  donneront 

(10)  ¥[W,  iVp,   —  {U  4-  (•/))]    =:0, 

(11)  F[ir,  »•!>,-(« +  rP)]  =  o. 

On  aura,  par  suite, 

(12)  V[w,a'p,  —  («-+-r/>)J  — F[(T',  «rP,  —  (//  4-rP)]  =  o. 

Ajoutons  que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

dF(œ,y,z) 


$(x,7,^) 


c^x- 


(i3)  X{:r,y,z)^^^l2l^, 

1  <^f 

et  si  l'on  désigne  par  01,  le  degré  de  la  fonction  homogène  ¥[x,y,z), 
on  aura,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

(i4)  ^0(^,7,^)  -hyX{x,f,  z)  +  z  W{a^,f,  z)  =z  .)b  F{a^,f,  z) 

et,  par  suite, 

(i5)  a(lf{a,  fj,c)^  b\{a,0,c)-{-c^'''{a,b,c)  =  o. 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'on  vérifiera  la  première  des  formules  (4),  non 
seulement  en  supposant 

(>6)  uz^br  —  en,         v=zcm  —  ar,         iv=:an  —  bni, 

mais  encore  en  prenant 

(17)  u^iî»{a,b,c),         v  =  \{a,b,c),         iv  =  W{a,b,c), 
et,  plus  généralement, 

/   a  =ziP  (a,  b,  c)  -\-  br  —  en, 

(18)  \  V  =^y^{a,b,e) -\- eni  — ar, 

\  w  =.  W{a,  b,e)  -\-  an  —  bni, 

m,  n,  r  étant  des  quantités  entières  quelconques.  Il  ne  restera  plus  qu'à 
examiner  si  l'on  peut  disposer  de  m,  n  et  r  de  manière  que  l'équa- 
tion (12)  fournisse  des  valeurs  rationnelles  de  p  autres  que  /j  =  }\ 
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Dans  tous  les  cas  où  cette  condition  pourra  être  remplie,  la  méthode 
précédente  fournira  de  nouvelles  solutions  de  l'équation  (  i).  En  eli'et, 
pour  chacune  des  nouvelles  valeurs  rationnelles  de  p,  on  tirera  facile- 
ment des  équations 

(19)  y=zpœ, 

(20)  z^-'-^~±^^-i'lJ±lL 


ou,  ce  qui  revient  au  môme,  de  la  seule  formule 


>  X  y 


W  \Vp  Il  ip 

des  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,  y,  :;;  et  il  est  clair  que  chacun 
de  ces  systèmes  sera  propre  à  vérifier  l'équation  (6),  et  par  conséquent 
l'équation  (r). 

Nous  allons  maintenant  appliquer  la  méthode  qui  précède  aux  équa- 
tions homogènes  du  second  et  du  troisième  degré. 

§  IV.   —  Sur  la  rcsolation  en  nombres  entiers  de  l'équation  homogène 
(lu  second  degré  entre  trois  variables. 

Quoique  le  prohlème  qui  va  faire  l'objet  de  ce  paragraphe  puisse 
être  ramené  à  une  question  connue,  savoir,  à  la  résolution  en  nombres 
rationnels  d'une  équation  indéterminée  du  second  degré  entre  deux 
variables,  il  nous  a  paru  convenable  de  montrer  comment  la  méthQde 
ci-dessus  exposée  s'applique  au  problème  dont  il  s'agit. 

Soit  donnée  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(  1  )  A^2  _^  B72  +  C52  +  \yyz  +  K  zx  +  Vxy  —  o. 

On  aura,  dans  ce  cas,  en  adoptant  les  notations  du  §  IIl, 

(2)  F{x,y,z)  =  Ax--^By^-hCz'-  +  i)yz  +  Ezx-i-Fxf, 

I  *^  {x,y,z):=.2Ax  -¥-Ez  -i-¥y, 

(3)  <^X{x,y,z)  =  2By-hVx-\-]^z, 
W{x,y,  z)  =  2Cz  -^  l)y+Ex. 
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Donc  les  valeurs  générales  de  u,  v,  w  pourront  être  déterminées,  non 
seulement  par  les  formules 

(4)  1/ =1  br  —  en,         v-=cm  —  ar,         (v  r=  an —  f?ni, 
mais  encore  par  les  suivantes  : 

/  if  =.  2\a-h¥^c  -h  F /y  -i-  br  —  en, 

(5)  '   ('  =  2BZ>  + Frt  +  De  +  cm  —  ar, 

'    <ï'  =r  2  C  C  +  D  />  -1-  E  rt  4-  (7/«  —  b/n . 

De  plus,  l'équation  (12)  du  §  III  donnera 

(6)  (/?— P)[(B(T'-  — DriT'  +  C('2)(/?+P)  +  F.T'^-(Er  +  D//)<v  +  2C//r]  =  o. 

Or  on  satisfait  à^l'équation  (6),  non  seulement  en  prenant  /)  =  P, 
mais  encore  en  supposant 

_  (E('4-D»)(^— F(p^  — aC//(^ 
^  ^  ^  ^^  "  B(v2  — Dcu'  +  Cr^  ' 

et  cette  dernière  valeur  de/?  est  évidemment  rationnelle.  Donc,  lors(jue 
l'équation  (i)  admet  une  solution,  elle  en  admet  pour  l'ordinaire  une 
infinité  d'autres. 

Si  l'on  remet,  dans  la  formule  (7),  au  lieu  de  P  sa  valeur  -,  on 

'  ^  a 

aura 

puis,  en  ayant  égard  aux  équations 

(   au  -+-  bi>  -+-  etv  =.  o, 
(9) 

(  \a'-  -hBb'^-h  Ce'-  -^Dbe^-Eea-i-  l'ab  =  o, 

on  trouvera 

En  effet,  si  l'on  élimine  c  entre  les  équations  (9),  on  aura 

(  (B tv-  —  D ('(v  4-  C P-) ^>2  _  (Ep(v-  +  D  uw  —  F(p2  _  2 C uv)ab 
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Or,  il  suftit  évidemment  de  recourir  à  la  formule  (i  i)  pour  déduire  la 
formule  (lo)  de  l'équation  (8). 

La  méthode  par  laquelle  nous  sommes  parvenus  à  l'équation  (lo) 
donnerait  également  la  suivante  : 

^'^^  ^  ~  c(B(v2  — Dw-i-Ct^^^- 

Or  il  est  clair  qu'on  vérifiera  les  équations  (lo)  et  (12)  en  posant 


(•3)  7 


a 

b  ■ 


Il  suit  de  la  formule  (11)  que  la  valeur  de  r,  donnée  par  la  première 
des  équations  (i3),  est  entière,  du  moins  quand  a  et  ^  sont  premiers 
entre  eux.  On  doit  en  dire  autant  des  valeurs  de  j  et  de  z.  Ajoutons 
que,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  (i),  il 
suffira  de  recourir  aux  formules  (10)  et  (12)  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  la  suivante 

(,4)  «•"  -  *-^  -    -  -^ 


B  w'^  —  D  (^«^  -f-  C  p2       C  u^  —  E  ivii  -+-  A^v-       A  v^  —  F  uv  4-  B  a* 

et  d'y  substituer  pour  a,  v,  w  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 
(jue  peuvent  fournir  ou  les  équations  (4)  ou  les  équations  (5).  Acha- 
cun  de  ces  systèmes  correspondront  des  valeurs  entières  des  trois 
expressions 

B^p-  — Dcfï^  +  Cî^^       G«2  — Etm  +  A<v2       Ar^  — E«^'  +  B«- 
^     '  a  b  c 

et,  si  l'on  divise  ces  valeurs  entières  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur numérique,  on  parviendra  immédiatement  à  l'une  des  solutions 
que  comporte  le  problème  dans  le  cas  où  l'on  exige  que  les  inconnues 
Xy  y,  z  n'aient  pas  de  facteurs  communs. 


Il(<ï'2 

1 

-i-  «'-) 

+  i4<ï'// 

Il(«2 

2 

+ 1 4  ««' 
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Exemple.  —  Concevons  qu'il  s'agisse  de  résoudre  l'équation 

(i6)  ii(,2^2_|_^2  _|_ -2-)  „  \[^{xy  +  ^:;  +7^)  =  o; 

on  trouvera  qu'elle  est  vérifiée  par 

^-=i,        7=^2,         ^r=-_3; 

et,  par  suite,  les  valeurs  générales  de  x,y,  z,  tirées  des  formules  (12), 
seront 

/    ^ 1 1(('^  +  (t»^)  H- l^^"»' 

(17)  {y= 

1 1  (  «2  + 

3 

les  quantités  u,  v,  w  étant  assujetties  à  vérifier  l'équation 

(18)  /^  _|_  2^»  +  3(P  =  o. 

On  aura  d'ailleurs,  dans  le  cas  présent. 

On  pourra  donc  prendre 

OU  même,  en  divisant  par  —  12, 

«  =  4,       t'  =  i,       w~—'i^ 
et,  plus  généralement, 

!«  rr=  4  +  2/-  —  3/i, 
ç  r=  I  4-  3  /n  _  ,-, 

m,  /i,  /•  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  m  =  i ,  n  =  i,  r  =  2,  on  trouvera 

a  =  5,         p  =  2,         w^=—3. 
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et  les  formules  (i4)  donneront 

Or  etïectivement  ces  trois  valeurs  de  x,  y,  -  vérifient  l'équation  (i3). 
fi    est   essentiel    d'observer  qu'on    pourrait   remplacer   les   équa- 
tions (19)  par  les  formules  (4)  qui,  dans  le  cas  présent,  se  rédui- 
sent à 

(ao)  11  = -2/'  — in,         ç  =  3m-~r,         w—n  —  -ini. 

Si  l'on  pose,  dans  ces  dernières,  m  =  i ,  /i  =  —  i ,  /•  =  • ,  on  retrouvera 
les  valeurs  déjà  obtenues  pour  u,  c,  w,  savoir  u  =  5,  v  =  2,  w  =  —  3. 
Ajoutons  que,  pour  trouver  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équa- 
tion (iG),  il  suffira  de  recourir  à  la  formule 


(..0 


9.  y  3; 


j,(,.2  +  „.2)_|_j4(MV  Il(»r'''  +  «-^)  ^l4lT7/  ii(«2  +  r2)  +  i4«»' 


et  d'y  substituer  pour  u,  r,  w  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  que 
peuvent  fournir  les  équations  (20). 
Si  la  formule  (i)  se  réduit  à 

(22)  A^-  +  B/' -+-C^' —o, 
les  équations  (i3)  deviendront 

a 

Cu^  +  Aiv'- 

(23)  J  = f^ ' 

1 Av^  +  Bu^ 

et  les  formules  (5)  donneront 

I    u  rrziAa  -\-  br  —  en, 

(24)  \  «'  =2B6  +  cm— «/•, 

w:=.'iÇ,c  +  an  —  bm . 


é" 
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On  peut  évidemment  remplacer  les  équations  (21)  par  les  suivantes  : 

1   a  =:  \a  -{-  Or  —  en, 
(  25  )  i   i>  z^]iij  -j-  cm  —  ar, 

\   w=zCc  -i-  an  —  Ù//1. 

Si  l'on  tire  des  formules  (4)  les  valeurs  de  u,  v,  w  pour  les  substituer 
dans  les  équations  (23),  on  trouvera 

/  X  —  (Am^  +  Bn^  -hCr-)a  —  2m  {Aam  -\-  H  bn  -{-  Ccr), 

(26)  <  f  =  {Am'-  +  Bn^  -i-  Cr^)  ù  -  o.  fi  (Aam  -hBbn  -h  Ccr), 

{  z  —  (Am2  +  B/t2  +  C/--)c  — 2r  {Aani -^Bbn -^  Ccr). 

Si,  au  contraire,  on  substitue  les  formules  (aS)  aux  formules  (4),  on 
aura 

j  x  =  {Ane'  +  Bn-  +  C /•=  —  ABC ) a  —  '>. m ( A am  -f  B  bn  +  C cr )  +  '.2  HC ( en    —br), 

(27)    ',   r  =  (Am-  +  B/i2-f-C/-'^  — ABC)^*  — ?./i  (Aam  +  B^/i  +  CcA-) +  2CA(a/-   —cm), 

{   z  =(Am2  +  B/i2  +  C/-2  — ABC)c  — 2/-  {Aam +  Bbn -\-Ccr)  ^  -xAB^bm  —  an), 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  de  x,  y,  z,  données  par  les  for- 
mules (26)  ou  (27),  sont  exactes;  en  effet,  si  l'on  substitue  ces  valeurs 
dans  le  trinôme  qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équation  (22), 
on  trouvera,  en  partant  des  formules  (26), 

(28)  Ax^  4-  Bj2  4_  c -2  —  (Aa2  +  BZ;2  +  Cc^)  (Am^  +  Bn''-{-Cr^y, 
et,  en  partant  des  formules  (27), 

(29)  Ax-"-  +  By"-  +  C:;-  =  (A«-  +  Bô^  +  Ce-)  (Am^  +  B/i^  +  Cr-  +  ABC)-. 
Donc,  si  a,  h,  c  vérifient  la  formule 

(30)  Aa2  +  BZ>'-  +  Cc'=o, 

x,y,  z  vérifieront  l'équation  (22). 

Si  a,  b,  c,  au  lieu  de  vérifier  l'équation  (3o),  étaient  choisis,  de  ma- 
nière que  l'on  eût 

(30  Aa-^Bb''  +  Cc-=zy^,  « 

OEuvres  de  c.  —  s.  U,  l.W.  '    38 
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K  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  alors  les  valeurs  de  .r, 
V,  z,  déduites  des  formules  (2G),  satisferaient  à  la  suivante 

(32)  A^*  +  B7-H-C--=:Kz2, 

la  valeur  de  t  étant 

(33)  t  =  Am--hBn'-  +  Cr'. 
Par  conséquent  elles  satisferaient  à  l'équation 

(34)  kœ^  +  By--\-Cz^  =  K, 

si  l'on  choisissait  m,  n,  rde  manière  à  vérifier  la  formule 

(35)  Am2+ B«2  4_C/-2==±i. 

Donc,  si  l'on  obtient  diverses  solutions  de  l'équation  (35),  à  chacune 
d'elles  correspondra  une  nouvelle  solution  de  l'équation  (34). 

Si  l'on  veut  parvenir  à  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équa- 
tion (22),  il  suffira  de  remplacer  les  équations  (23)  par  la  seule  for- 
mule 

a.r  by  cz  

Si,  dans  cette  dernière,  on  substitue  pour  w,  v,  w  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (4),  elle  deviendra 


(\m^  -i-Bn^-hCr^)a  —  2m{Aam-\-  Bbn-i-  Ccr) 


y 

\  ~  (Am2  4-  B/i^  4-  Cr-)c  —  2r{Aam  +  B6«  -+-  Ccr) 
Exemple.  —  Concevons  qu'il  s'agisse  de  résoudre  l'équation 
(38)  ^2—72  +  0-2=0. 

On  trouvera  qu'elle  est  vérifiée  par 
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On  pourra  donc  prendre  «  =  ^  =  r,  c  =  o;  et,  comme  on  aura  d'ail- 
leurs, dans  le  cas  présent,  A  =  i ,  B  =  ~  i ,  la  formule  (37)  se  trouvera 
réduite  à 

(39) 


Cr^  —  {n  —  niy        Cr-n-{/i  —  m)'^        ir{n  —  m) 
Si  l'on  fait,  pour  abréger,  n  —  rn=^  s,  on  aura  simplement 

//\  X         ^^         y         z 

r  et  ^  désignant  deux  quantités  entières  choisies  arbitrairement.  La 
formule  (4o)  comprend  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équa- 
tion (38). 

Si  l'on  suppose  en  particulier  C  =  3o,  l'équation  (38)  deviendra 

et  la  formule  (4o)  donnera 
(4^) 


3o  r^  —  .V-        3o  /'^  +  s^        2  rs 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  r=  i ,  5  =  i ,  on  trouvera 

—  —  1-—Î. 
29       3i        2 

Si  l'on  prenait  au  contraire  r=  1 ,  ^  =  10,  on  trouverait 


—  70       i3o       20 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

X    y        z 

—  7        i3        2 

Effectivement  on  satisfait  à  l'équation  (l\\)  en  supposant  les  inconnues 
oc,j,  z  respectivement  proportionnelles,  soit  aux  trois  nombres  29, 
3i  et  2,  soit  aux  trois  quantités  —  7,  i3  et  2. 


300  SUR  LA  RÉSOLUTION 

Revenons  maintenant  aux  formules  (i3).  Si  l'on  y  substitue  à  u,  c, 
w  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (4),  alors,  en  faisant 

(43)  8=.  Y  {m,  n,  r)  =  Am^  +  R/i-  +  Cr^  +  D«/- +  E/vn  -4-  ¥  mn, 

1    t  =  m*b{a,  b,  c)  4-  «X(a,  b,  c)  +  /•^(a,  b,  c) 

(44)  '     =  a  a>(m, /«,/•) +  ^X(m,  «,/•) +  c^'(7?«,  «, /•) 
(     =  2  A  am  +  2  R  6Ai  +  2  C  c/-  4-  1)  (  6/-  +  c«  )  +  E  {cm  +  «/•)  +  F  {an  +  ^'m) , 

on  trouvera 

(  45  )  j^  zi:  flt.y  —  m^         y  ^=1  bs  —  nt,         z  =- es  —  ri. 

Si  l'on  substituait,  au  contraire,  clans  les  formules  (i3),  les  valeurs  de 
u,  V,  w  tirées  des  équations  (5),  alors,  en  posant 

(46)  S  =  4ARC  +  DEF  -  AD'-  -  RE^  -  CF% 

on  aurait 

j"=  rt(,v  —  S)  —  mt 

—  [(4RC  -  D-)  (^'z-  —  c/i)  -f-  (DE  —  2CF)  {cm  —  ar)  4-(FI)  —  2 RE)  {an  —  bm^^^, 

^y^b{s-'è,)~-nt 
^'^'^    \  —  [(DE— 2CF)(/>/-  — c/0-}-(4CA  — E'-)(c/?i  — a/OH-(EF  — 2AD)(«/i-6/«)J, 

I  z  ■=.c{s  —  S)  ■ —  rt 
\  _[(FD— 2BE)(6/-  — c/i)4-(EF  — 2AD)(cm  — ar)H-(4AR  — F-)(rt«  — 6/«)]. 

II  est  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  de  x,  y,  z  fournies  par  les 
équations  (4  ))  ou  (47)  sont  exactes.  En  effet,  si  l'on  substitue  ces  va- 
leurs dans  le  polynôme  qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (r),  on  trouvera,  en  partant  des  formules  (45), 

(          A^'  +  Rj^  +  Cg^-^  D/-;  +  E:;J:  +  F^J 
^^   '  ]  ={Aa''-  +Bb'^'hCc'--hT)bc-{-Eca  -hVab)s'-, 


et,  en  partant  des  formules  (47). 

(49) 


Aa;^+By^  +  Cz'-  -^Dfz  +  Ezx-hrxy 
=  {Aa^  "i-Rô-  +  Cc2  -hDbc  -i-Eca  -\-Eab)  {s  -hS)'. 
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Donc,  si  <7,  h,  c  vérifient  l'équation 

(5o)  ka-  +  BZ>'^  +  Ce-  H-  Dec  +  Y.ca  -\-  Vab  =o, 

r,  y,  z  vérifieront  l'équation  (i). 

Si  a,  h,  c,  au  lieu  de  vérifier  l'équation  (5o),  étaient  choisis  de  ma- 
nière que  l'on  eût 

(5i)  Aa^  4-B6-  +  Ce-  +  D^c  +  Ec«  +  Vab  —  K, 

K  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  alors  les  valeurs  de  x,  y,  z 
déduites  des  formules  (26)  satisferaient  à  la  suivante 

(  02  )  A  J7-  +  B  j2  _|_  c  ^-  -h  \)yz  -^-  E  ZX  +  F XV  =:  K  l-, 

la  valeur  de  t  étant  déterminée  par  l'équation  (44)-  P^^i'  conséquent 
elles  satisferaient  à  la  formule 

(53)  kx-  +  B/^  +  C:;2  +  D75  +  E:;^  +  ¥ xj  --=  K, 
si  l'on  choisissait  m,  n,  r  de  manière  à  vérifier  l'équation 

(54)  km-  +  [in-  +  C/--  -h  hnr  +  El/7«  H-  V nui  =  i. 

Donc,  si  l'on  obtient  diverses  solutions  de  l'équation  (54),  à  chacune 
d'elles  correspondra  une  nouvelle  solution  de  l'équation  (53). 

Si  l'on  substituait  les  valeurs  de  11,  v,  w,  tirées  des  équations  (4), 
dans  la  formule  (r4)»  alors  on  trouverait 

(o5) 


as  —  mt        bs  —  nt        es  — •  rt 

Cette  dernière  formule,  dans  laquelle  m,  /^,  r  désignent  des  quantités 
entières  choisies  arbitrairement,  et  s,  t  deux  polynômes  déterminés 
par  les  équations  (43),  (44),  comprend  toutes  les  solutions  possibles 
de  l'équation  (i).  On  ne  doit  pas  même  excepter  la  solution 

que  l'on  déduit  de  la  formule  (55),  en  choisissant  w,  /^,  /•  de  manière 
à  vérifier  l'équation  /  =  o  ou 

(56)     m{2ka  4-  Vb  +  Ec)  +  n{Fa  -h  -iHb  +  De)  -t-  r{Ea  -i-l)b  -\-  aCe)  —-  o. 
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§  V.   —  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  homogène 
du  troisième  degré  entre  trois  variables. 

Soit  donnée  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(  A  ^-^  +  B  r^  +  C^»  +  I)  r^*  +  E^.r2 

(0 

et  supposons  encore  que  l'on  connaisse  une  première  solution 

(2)  ^  =  rt,  J  =  ^,  5  =  C, 

de  laquelle  on  veut  en  déduire  d'autres.  On  aura,  dans  ce  cas,  en  adop- 
tant toujours  les  notations  du  §  III, 

j  +  F  ^^-2  +  G  5/2  +  H  ^^2  +  \yx^  -{-  K  xyz , 

i  $  {œ,  y,z)  —  ?>kx'-  -i-  'i'Ezx  +  ilxy  H- F j-  +  Hz- H- Kj^, 

(4)  I  X(^, /,  z)  =  3B72  +  2Fa?r +  2G7z  +  Dx;2  +1^^^  +Kzx, 
(  W(^,  7,  z)  =  3Cs2  +2D75  4-2Hz^4-E^2  +  G72  +  K^7. 

Donc,  les  valeurs  générales  de  u,  c,  (v  pourront  être  déterminées,  non 
seulement  par  les  formules 

(5)  Il  =  br  —  en,         <•  ==1  cm  —  ar,         w  ■=.  an  —  bm, 

mais  encore  par  les  suivantes  :  '-' 

/  u  =  SArt^  +  aEca  +  2laZ>  -h  F^-  +  Hc^  +  Kbc  -4-  br  —  en, 

(6)  <    ('  =3B62  +  2Fa^>-i-2GZ>c +Dc2 +Ia2   +  Kc«  +  c/n  —  «/■, 
<T'  =;3Cc^  +2D6C  -h  2Hca  +  Ea-  +GZ>2  +  }S.ab  +  an  —  è/«. 

De  plus,  si  l'on  fiait,  pour  abréger, 

V  =  F  (ï^''  —  (  G  M  +  E  r  )  «v^  4-  (  H  (^  4-  2  D  M  )  (HP  —  3  C  «r  ^ 
W  =  I  (»•»  — (Ki<-i- Ep)(ï^2  +  (D f^-+- 2 H(0 <'«»•— ^C/^^', 
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l'équation  (12)  du  §  HI  deviendra 

(7)  iP  -  P)  [U(/i^  -h/>P  H-  P-^)  H-  W{p  +  P)  +  W]  -=o, 

et,  si  on  la  divise  par  p  —  P,  on  trouvera 


__  _V±\/V^-U(4W  +  2VP  +  3UP2) 
2 


w  1'+-=-  au 


Par  conséquent,  on  obtiendra  de  nouvelles  solutions  de  l'équation  (1) 
si  l'on  peut  choisir  u,  c,  (p  de  manière  que,  l'équation 

(9)  au  H-  bv  -h  ctr  r=  o 

étant  vérifiée,  l'expression 

(10)  V--U(4W  +  2VP  +  3UP^) 

devienne  un  carré  parftùt. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que,  si,  dans  les  formules  (G),  on  réduit  m, 
n  et  r  à  zéro,  m,  c,  w  rempliront  les  conditions  prescrites.  C'est,  en 
effet,  ce  qu'on  prouvera  de  la  manière  suivante. 

Posons  dans  l'équation  (î) 

( 1 1 )  xr=.a!i  —  ty.,         y  -z=.hs  —  t'^,         z  z=i  es  —  ty, 

a,  |3,  y,  s,  t  désignant  de  nouvelles  variables.  Cette  équation,  qui  peut 
s'écrire  sous  la  forme 

(12)  Y{x,y,z)  =  o, 

deviendra 

(  s^¥{a,b,c)—s''t[ot.^{a,  b,c)  +  [3X(a,  b,  c)  -hyWia,  b,  c)] 

Donc,  si  l'on  prend 

u  =3\a-  +  2Eca  -+-  i\ab  +  F6-  +  Hc-  4-  Y^bc  =$  (a,  h,  c), 

(i4)      (  r  —ilib-  -i-2¥ab  -h  2G^c  +  Dc-  -h  la-   4-Kca  =X{a,  b,c), 

(T'=:3Cc"  4-2D6C  +  2lIca4-Ea*  +G^;-  -^Kab  =W{a,  b,c), 
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(Ml  aura  simplemont 

On  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

(16)  V{a,b,c)r=zo. 

Cela  posé,  si  l'on  assujeUit  a,  p,  y  à  la  condition 

(17)  //a  +  i'i3  H- «7  =:o, 

il  est  clair  qu'on  vérifiera  la  formule  (i5)  en  prenant 

(.8)  ^-=*^(«'^''/)- 3  -' 

(  t=s,a^{a,  (3,  y)  +  6  X(a,  [3,  y)  +  c  ^(a,  ^,  y). 

D'autre  part,  on  tirera  des  formules  (9),  (ri)  et  (17) 

(19)  iix  -h  Vf  -Jr  ^^'z=zo. 

Donc,  les  valeurs  de  u,  r,  m^,  données  par  les  équations  (i4),  vérifie- 
ront les  formules  (4)  du  §  III  [x,  j,  z  désignant  des  quantités  assu- 
jetties, comme  a,  h,  c,  à  l'équation  (i)].  Donc  l'équation  (8)  admettra 

la  racine  rationnelle 

_  r  _  bs  —  f^ 

^        x        os  —  Icf. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  formule  (1)  se  réduit  à 

(20)  A^^  4-Bj'^ +  Cs»  — o, 

on  trouve 

(21)  »r=3AaS         r  =  3BZ>S         u=3Cc^ 

par  suite,  l'équation  (17)  devient 

(22)  Aa2a  +  B62(3  +  Ccîy  =  o, 

et  l'équation  (19)  se  réduit  à 

(23)  Art2.r-hB^'V  +  Cc25=io. 
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Dans  la  même  hypothèse,  les  équations  (i  i)  et  (22),  combinées  avec  hi 
formule 

(94)  Aa^-{-Bb^-\-Cc^—-o, 

conduisent  à  l'équation 

abc 
et,  enjoignant  cette  dernière  à  la  formule  (-23),  on  en  conclut 

Kn  conséquence,  on  peut  supposer 


(27)  j  =  Z,(Cc3-Aa^), 

Exemple.  —  On  vérifie  l'équation 

(0,8)  ^-s  +  S/-*  — 4-'  =  o 


en  prenant 


j"  =  arr=3,  y=b:=^i,  Z  —  C  —  l. 


Cela  posé,  on  tirera  des  formules  (27)  une  nouvelle  solution,  sa- 
voir 


.r=:iii,         j=— 59,  :;  =  44- 


De  cette  seconde  solution,  on  en  déduirait  facilement  une  troisième, 
et  ainsi  de  suite. 

-  Revenons  maintenant  au  cas  général,  où  les  quantités  entières  D, 
E,  F,  G,  H,  I,  K,  renfermées  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i), 
conservent  des  valeurs  différentes  de  zéro.  Alors  cette  équation  sera 
vérifiée  par  les  valeurs  de  x,y,  z  tirées,  ou  des  formules  ([  i),  ou  de  la 
seule  formule 


a;  V 


^^9)  as  —  t!X        bs—t^        cs  —  ty' 

OEuvres  de  C  — S.  W.l.W.  ^9 
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pourvu  que,  les  quantités ;?,  /  étant  déterminées  par  les  équations  (i8), 
a,  fl,  Y  satisfassent  à  l'équation 

('7^  //a  +  r[3  +  (T'y  =7  o. 

Or  on  vérifie  eette  dernière,  en  prenant 

On  pourra  donc  supposer 

(3i)  j  V    '     >         7  3 

/ 

1   /  —  «0(0,  (T',  —  (•)  +  ^X(o,  (V,  —  r)  +  c^"(o,  n-,  —  c); 

et,  par  suite,  la  formule  (2())  donnera 


aV{o,  (T',  —  (') 


(3?.)  { 


/> F(o,  ,p,  —  r)  —  w[a<i>{o,  w,  —  v)  +  6 X"(o,  w,  -- r)  +  c  W{o,  «v-,'— r)] 


1         c  F(o,  w,  —  v)  +  <'[a  4)(o,  (T-,  —  (■)  +  ^>  \(o,  (v,  —  r)  +  cW{o,  tr,'—  c)] 

On  vérifiera  encore  l'équation  (17)  en  prenant 
(33)  a  =  — (T-,         ;3  =  o,         y  ^=^11, 


ou 


(34)  a=r(',         [3=:—//,         7  =  0; 

puis,  on  tirera  de  la  formule  (29),  dans  la  première  hypothèse, 


nV{  —  w,o,u)  -f-  (v[a4>(— (v,o,  a)  +  b\{—w,o,u)  -^cW{—\v,o,u)] 


(35)  {  =  _. 


hV{~  tr,  o,  «; 


c  ¥{—sv, o,  il)  —  a  [a  <& (—  ip, o,  11)  -\-  b  %{—w~o,  ïi)  +  c  ^(—  »v, o,  u)]  ' 
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et,  dans  la  seconde  hypothèse, 


rtF(i',  —  u,o)  —  ('[«^(r,  —  u,  o)  +  ^X(r,  —  «,  o)  +  c<t'(<S  —  ">o)l 


(36)  {  =  jr^ 


•  y 


ùF{v,—u,o)  +  u[aû>{v,  —i,,o)-{-b\{i>,—u,o)-hcW{v~~u,o)] 


c  F(«',  —  u,o) 


J'ajoute  que  les  formules  (35),  (36),  et  toutes  celles  que  peuvent  four- 
nir les  divers  systèmes  des  valeurs  de  a,  (3,  y,  propres  à  véritici- 
l'équation  (17),  coïncident  avec  la  formule  (82)  et  déterminent  les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  z,  toutes  les  fois  qu'elles  ne 
reproduisent  pas  la  solution  connue  x  =.  a,  y  —  b,  z  —  c.  C'est  ce  que 
l'on  démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

Si  l'on  désigne  par  A  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  quan- 
tités u,  c,  w,  les  valeurs  générales  de  a,  [^,  y,  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (17),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  formule 


(37)  Â«  +  Â(^  +  Ây  =  0' 


seront  (ro/r  le  8  II 


(38; 


m, 


m,  n,  r  désignant  trois  nombres  entiers  quelconques.   On  aura,   par 
suite, 


(39) 


by^— ci^        ca  — ay        a^  ~  ba.  _  am  +  bn  -+-  cr 


u 


et  l'on  en  conclura 


(4o)    i^=,  -h  -^         [ain^  bn-^cr),         y  =  -c ^^  {am  +  bn  +  cr). 
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Cela  posé,  les  valeurs  de  x,  y,  :;  déterminées  par  les  formules  (i  i)  de- 


viendront 

a 


x  r=.a\  s  —  t 
a 

,  I  oc\  t  am  H-  bn  +  cr 

(4.)  ,^  =  «(, _,-_„.- ^ 


/  y.\  t  am  +  bn  4-  cr 

\  \  a]  a  A 

Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

a       ^  am  +  bn  +  cr 

ai)  .s-  —  «  -  =  s,       -. t—\, 

on  aura  simplement 

(43)  x  =  aS,         y  —  b^  —  wl,         ^mcS  +  rT. 

On  prouverait,  de  même,  que  la  formule  (29)  peut  être  réduite  à 


j^-  _  _    y      _ 

a\ 


^^'♦^  -S~Z>S  — H'T       cS  +  rT 


Or,  comme  les  valeurs  de  x,  y,  z  tirées  des  formules  (43)  ou  (44) 
doivent  satisfaire  à  l'équation  (i)  ou  (12),  on  aura  nécessairement 

(45)  F(rtS,  ^^S-ivï,  cS+<'T)r=o. 

D'ailleurs,  si  l'on  développe  le  premier  membre  de  la  formule  (45), 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  T,  on  en  conclura 

(  ^^Y{a,b,c)^^^T[w\{a,b,c)-vW{a,b,c)'] 
^  '^'^  )       +  s  T^[a  «»(o,  iv,  -  r)  +  ^  X(o,  «r,  -  r)  +  c  ^(o,  sv,  -  r)]  -  P  F(o,  .r,  -  r)  =  o; 

et,  puisque,  en  vertu  des  équations 

Y{a,b,c)  —  o,         r  =  X(«, />,  0),         w=.W{a,b,c), 

les  coefficients  de  S=*  et  de  S^T  s'évanouissent  d'eux-mêmes  dans  la 
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formule  (46),  on  en  tirera 

(47)  T  =  o, 

OU 

S  T 


(48)    i,- 


F(o,  iv,  —  p)        aO(o,  w,  —  v)  -+-  bX{o,ir,  —  v)  -{-cW{o,  iv,  —  v) 
L'équation  {47)  réduit  la  formule  (44)  à 

et  reproduit  la  solution  connue  x  =z  a,  y  ^=  b,  z  ■=  c,  avec  celles  que 
l'on  en  tire  lorsqu'on  fait  croître  x,  y,  z  dans  le  même  rapport.  Quant 
à  l'équation  (4^)»  elle  réduit  évidemment  la  formule  (44)  '^  l'équa- 
tion (32). 

On  pourrait  démontrer  directement  la  coïncidence  des  formules  (32), 
(35)  et  (36).  On  a,  en  effet, 

«■'  F( —  <r,  a,  a)  r=i  F( —  aw,  o,  nu)  r=.  F( —  aw^  —  b\v  +  Inv,  -—  c\v  —  Z;i')  ; 

puis,  on  en  conclut,  en  développant  la  fonction 

F( —  aw^  —  bw  H-  bw,  —  cw  —  bv  ) 

de  la  même  manière  qu'on  a  développé  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (45), 

«•'  F( —  (r,  o,  «) 

=  /^*F(0,  (T-,  —  (')  —  ^-<T'[rt<t(0,  W,  —  v)-hb  X(0,  iV,  —  (•)  + 01^(0,  IT',  —  l')| 

On  établirait,  avec  la  môme  facilité,  non  seulement  l'équation 

(  a^F{v,  —H,  o) 

(       =c'*F(o,  iT',  —  (')  +  c-<'[aO(o,  <r,  —  c)  +  bX{o,  iV,  —  c)  +  c»J  (o,  iv,  —  r)], 

mais  encore  quatre  autres  équations  de  même  espèce,  comprises  dans 


(5o) 
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la  formule 
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c*F( —  w,  o,  n)  —  b^  F(r,  —  «,  o) 


l)-  c-  a 

a'¥{v, 

— 

a,  o)  —  c*  F(o,  u,  —  r) 

c^  a^  i' 

bn<{o, 

(T- 

~r)  — a=*F(— r,  o,  «) 

(52) 


a'-  ù-  (r 
—  -^[«<E»(o,  «v,  —  r)  +  ^>X(o,  iv,  —  <•)  +  cW(o,  u;  —  c)] 

=  ■—  [a  0(—  «p,  o,  «)  4-  ^  X( —  <ï',  o,  «)  +  c^"( —  ir,  o,  «)] 

1    —  -i  [«<^(r,  —  //,  o)  +  />X(r,  —  «,  o)  H-  c^^'(r,  —  ?/,o)]. 

\         c- 

Or  il  résulte  évidemment  de  cette  dernière  que  les  équations  (32), 
(35),  (36)  coïncident  entre  elles,  et  que  chacune  d'elles  peut  être  rem- 
])lacée  par  la  suivante  : 


(53) 


b^-y 


F(o,n',  —  r)        ¥{—  i\',o,  u)        F(r,  — //,o) 


Donc,  si  les  quantités  a,  b,  c  vérifient  l'équation  liomogène  et  du  troi- 


sième degré 


Y  {a,  b,c)  =o, 


(i6) 

alors,  en  prenant 

(1/4)  az=.<^{a,b,c),  i-  =  \{a,  b,c),  iv  =  W[a,  b,c), 

on  aura  encore 

F(o,  (V,  —  c)      ¥{—iv,o,u)     F(r, — 


(54) 


^- 


'^^^P^']  =  o. 


Si  l'on  supposait  D  =  o,  E  =  o,  F  =  o,  G  =  o,  H  =  o,  I  =  o,  c'est, 
à-dire,  en  d'autres  termes,  si  l'équation  proposée  était 


(55) 


A^^  +  By^  4-  Cs'*  4-  Ka-fz  =.  o, 
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on  troiiveniit 

(.j6)  v  =  3Bb'-+Kca,         ir—3Cc'-  +  Kab, 

F(o,  (V,  —  (')=  Btr»  -  Cç^  --^  a^2-jABC  -^-  K^)  (B^>^  —  Ce'), 


(  5-  )         /  F  (-  (T',  o,  if)  =.  C  a'  —  A  iv'  —  0'  (  0.7  ABC  +  K'^  )  (  C  c'  —  A  a'  ), 

'  F(r, -//,o)  =  A(-*  —  B«3  =  c»(27ABC  +  K3)(A«'"-  H//'); 

et,  par  suite,  la  formule  (53)  donnerait 

a;  y  z 


(58) 


a(Bb^  —  Cc^)  ~  b{Cc^--  kà')  ~  c(A«^—  B^>^*) 
comme  dans  le  cas  particulier  oîi  l'on  supposait  K  =  o. 
Exemple.  —  On  vérifie  Téquation 

(09)  x'^  +  2j*  -H  3 s^  =  6^/^ 

en  prenant 

X  ^=.  a^=^\,         y  =^  b  =:^  i,         z  =1  c  ^=^  \; 

et,  en  partant  de  cette  première  solution,  on  tire  de  la  formule  (58 

X     y z 

—  I         2        —  I 

On  peut  donc  prendre  pour  seconde  solution 

X  ^^ —  I,  y  :=  2,  z  =: —  I. 

On  a  effectivement 

—  1  +  2.2''  —  3=:I2  =  6.2. 

Kn  parlant  de  la  seconde  solution,  on  trouvera 

X  y  z 

—  19  ~  — 4  ~  17 

On  pourra  donc  prendre  pour  troisième  solution 

On  a  effectivement 

—  I9''  —  2,4» +  3.1-3  =  7762  —  6.19. ',.17. 
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En  partant  de  la  troisième  sointion,  on  en  trouvera  facilement  une 
quatrième,  savoir 

.r:r:  28^473,  >=:— 86892,  Z  :=^ — II  4427, 

et  ainsi  de  suite. 

Euler  a  remarqué  que  l'équation 

(<io)  a:^  -^y^z=z{a^  -i-b'')z\ 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant 

se  trouve  également  vérifiée  quand  on  suppose 

(()i)  .r  =za{a^  -+-  2b^),         y  z=—  b{b^  -i-  9.a^),         z=:a^  —  b^. 

Pour  tirer  ces  valeurs  de  x,  y,  z-,  de  la  formule  (58),  il  suffit  de  réduire 
l'équation  (55)  à  l'équation  (60),  en  posant 

A=ri,         R  =  i,         C=^  —  {a^  +  b'),         K  =  o. 

Alors,  en  effet,  la  formule  (58)  devient 

.X  y  z 

(62) 


a{a^  +  ib^)        —b{b^-h2a^)        a' —  b' 

et  l'on  satisfait  à  cette  dernière  pour  les  valeurs  dont  il  s'agit. 

Lorsque,  en  suivant  la  méthode  ci-dessus  exposée,  on  a  déduit  d'une 
solution  connue  de  l'équation  (i)  d'autres  solutions  différentes  de  la 
première,  on  peut  en  découvrir  de  nouvelles,  à  l'aide  des  considéra- 
tions que  nous  allons  présenter. 

Soient 

a;=:a,         y=b,         zt=c 

et 

.r  =  a,        r  =^  [3,       -  =  y 

deux  solutions  distinctes  de  l'équation  (i)  ou  (12).  Pour  trouver  une 
troisième  solution,  il  suffira  de  fixer  les  valeurs  de  x,  y,  z  par  le 
moyen  de  la  formule  (29),  et  d'assujettir  les  quantités  s,  t  à  vérifier  la 
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formule  (i3),  que  les  deux  équations 

V{a,b,c):zz:o,         F{c(,^,y)  =  o 
réduisent  simplement  à 

^         [a^{a,h,c)  +  ^\{a,b,c)  +  yW{a,b,c)]s  ] 
^^'""^  '^1   -[«(D(a,^,-/)  +  ^.X(a,[3,7)+c»I^(a,^,y)]^  )^''' 

Or  on  satisfait  à  cette  dernière  :  i"  en  prenant 

s  z=zO  OU  ^  =:  o; 

2"  en  supposant 


T>4) 


t 
o(~¥ïâ,  b,  c)  4-  ^\{a,  h,  c)  -f-  y  »F(«,  h,  c)  ' 


Les  deux  premières  suppositions  reproduisent  les  solutions  connues. 
Mais  la  dernière  fournit  des  solutions  nouvelles  comprises  dans  la  for- 
mule 


(65)    '  ^ 


r7[«a)(a,;3,y)  +  ^X(a,(3,y)4-c»I^^(a,(3,y)J-a[a(I>(«,  6,c)4-(3X(r7,^c)+7M'(>,/Ar)] 

7 

>r[«  a>(a,  [3,  y)  +  6  X(a,  (3,  y)  +  cW{<x,  (3,  y)]  -  (3[a  a»(«,  Z>,  c)  ^  [3  X(a,  6,  cT+ya"(r/7/>,^)  j 

r  [^  <l)(a,"^)  -+-  Z>  X  (a,  p,  y)  +  c  ^(a,  [3,  y)]  -  y  [a  0(«,  b,  c)  -^  (3  X(a,  ^,  c)  +  y  »I'' (.'7/>7^ÏÏ  ' 

Dans  le  cas  particulier  oîi  les  quantités  D,  E,  F,  G,  H,  I  s'évanouissent, 
la  formule  fG5)  se  réduit  à 


(66) 


l        3B^;(3(«[3  —  a/>)  +  3Cc7(«y  —  ac)  +  K(a2(3y  —  a^^^c) 

)  ^- y 

\     -  3C67(^y  — (3c)  +  3A«a(fea— [3a)  +  K(Z>2ya—  i^'^ca) 

\  ~  3Aaa(ca  — y«)  +  3BZ>(3(c[3  — y^>)4-  }L{c'' a^  —  fab)  ' 
Si  l'on  applique  cette  dernière  à  la  résolution  de  l'équation  (59),  en 
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partant  de  deux  solutions  déjà  indiquées,  savoir 

et  _ 

j'  — a=:— 19,         r— t^=— 4»         -^^  y  — <7» 

on  trouvera 

k',  3  ~"  77^     '  7^  * 
Par  conséquent  on  résoudra  encore  l'équation  (39)  en  prenant 

On  a  effectivement 

143^  +  2. 1 13'  + 3. 7r'=:  0883734  =  6.71.113. 143. 

Il  importe  de  remarquer  que,  si  la  solution 

.X  -=-  a,       y  =  ;3,       -  =  y 

coïncidait  avec  la  première  de  celles  que  l'on  déduit  par  l'aulre  mé- 
thode de  la  solution  primitive 

la  formule  (6))  reproduirait  cette  même  solution  primitive,  et  non 
point  une  solution  nouvelle. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  ohserver  que,  si  les  quan- 
tités a,  b,  c  cessaient  de  vérifier  l'équation  (iG),  alors,  en  supposant 
toujours  les  quantités  u,  v,  w  déterminées  par  les  formules  (i^),  et  les 
quantités  37,7,  z  par  les  formules  (11),  (18)  et  (38),  on  trouverait 

(67)  \7{x,y,z)  =  s-'\\a,h,c), 

ou,  en  d'autres  termes, 

(68)  F(x,  /,  :;)  ==  F(«,  h,  c)  [F(a,  [3,  y)Y, 

et,  par  conséquent, 

t/ (;;•  —  wn    wm  —  ur     un  —  vni \~\  ' 
*\ Â~' A ' ^)\  ' 
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Cela  posé,  il  est  clair  (}iie,  si  l'on  parvient  à  découvrir  divers  systèmes 
de  valeurs  de  m,  n,  r  propres  à  vérifier  l'équation  du  troisième  degré 

(70)  t 


chacun  de  ces  systèmes  fournira  une  solution  correspondante  \\  l'équa- 
tion 

(71)  ¥{.r,y,z)  =  V{a,h,c). 

Dans  un  autre  article,  nous  montrerons  le  parti  qu'on  peut  tirer  des 
formules  semblables  à  la  formule  {^aj)  pour  résoudre  en  nombres  en- 
tiers des  équations  homogènes  entre  plusieurs  variables  .r,  y,  z- 

(|M(d  (jue  soit  le  nombre  de  ces  mômes  variables. 


APPLICATION 

nu 

CALCUL    DES    RÉSIDUS 

A  l'intégration 
DE  (ILELQIES  ÉQLATIOXS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 

I-:T   a   COEFFIClEiNTS  VARIABLES. 


Proposons-nous  cral)ord  d'intégrer  l'équation  différentielle 

:  d'\Y  rt,        d"-^y  a^_  d"-'^y 

\  {kx-^\iy'-'  dx       (A^'  +  H)"-^ 

dans  laquelle  A,  D,  a^,  a.,  . ..,  (i,i-,,  ci,^  désignent  des  quantités  con- 
stantes; et  faisons,  pour  abréger, 

i  F(/')  =  A" /•(/•  — i).  ..(/•—/*  4- i) 
(  '*'  ) 

(  4-  (7, A '-'/•(/•—  I )...(/•  —  /i  4-  ■>.)  -H.  .  .-I-  r/„_,A/-  4-  (/„.  ^, 

il  est  clair  que,  pour  satisfaire  à  l'équation  (r),  il  sulïlra  de  prendre 

ru  p9(/-)(A^4-B)'- 

'y(r)  désignant  une  l'onction  arbitraire  de  /•  qui  ne  devienne  pas  infinie 
pour  des  valeurs  de  r  propres  à  vérifier  la  formule 

(4)  F(/-)-^o. 

Effectivement,  si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de/  dans  le  pre- 
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inier  membre  de  l'équation  (i),  ce  premier  membre  se  trouvera  ré- 
duit à 

pF(/-)9(/-)(A.r-  +  B)'-"-^^ 
^''^  «^  ((F(/-))) 

D'ailleurs,  les  valeurs  de  0[r),  o'{r),  ...,  qui  correspondent  aux  diverses 
racines  égales  ou  inégales  de  l'équation  (4),  pouvant  être  cboisies  arbi- 
trairement, il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y,  fournie  par 
l'équation  (3),  renfermera  un  nombre  n  de  constantes  arbitraires. 
Donc,  l'équation  (3)  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i). 
Considérons  maintenant  l'équation  difîérentielle 


(6) 


('  d'\y  <7,         d"-\y  a-i  d"'-y 

dp'  ^  Ax   hli  dx'-  '  "^  (X7+  \iy  dx'-^  "^"'  ■  ■ 

nn-\  fly    ,  a„  


\  {\x-^\\)'-'  dx        (A^+H) 

On  posera 

_    .  >^(/-,^)(A.r4-B)'- 
(7)  ^-(^  ((F(/-))) 

I*our  que  les  dérivées  de  cette  dernière  valeur  de  j,  depuis  la  dérivée 
du  premier  ordre  jusqu'à  celle  de  l'ordre  //  —  r,  conservent  la  forme 
qu'elles  prendraient  si  l'on  remplaçait  '|(r,  x)  par  o(/),  il  suffira  d'ad- 
mettre que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m  inférieures  ii 
/i  —  r, 

^    '  *^^  '  Ox  ((I*  (/•))) 

Ajoutons  que,  si  cette  condition  est  remplie,  on  tirera  de  l'équa- 
tion (6),  en  Y  substituant  la  valeur  de  y  donnée  par  la  formule  (7), 

(9)     A       y^{Ax-\-\i)  ^^  ((F(/-)))  -/^•^^ 

Toute  la  question  se  réduit  donc  à  déterminer  la  fonction  '^[r,x)  de 
manière  qu'elle  vérifie  les  équations  (8)  et  (9).  Or,  comme  on  aura 
généralement  [en  vertu  de  la  formule  (63)  de  la  page  36],  et  en  pre- 
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liant  ffi  <^  n  —  i , 

P  /•(/•  — I  )...(/•—  m  -+•  1  ) 


il') 


((F(/-))) 


o, 


-     ^  {{Vir))) 


il  est  clair  que  les  conditions  (8)  et  (9)  seront  remplies,  si  l'on  sup- 
pose 

(  l'O  (A^  +  B)'--»+>  '^'^^/''•''^  =rr  A  /•(^), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i3)  <];(/•,  ^)=:A  r    (A:;  +  B)"-'-'/(c)r/j  +  9(/-), 

.r^  désignant  une  valeur  particulière  de  x,  et  o{r)  une  fonction  arbi- 
traire de  /•.  Par  suite,  l'équation  (7)  donnera 


'  I 


a^^i/-))) 


Cette  dernière  formule  est  précisément  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i). 


Exemple.  —  Si  l'équation  (G)  se  réduit  à 

r/-  y  I        dy  1 


(r5) 

on  trouvera 


^/{•r), 


du:'         .r -f- I   c/j:"        {a; -h  lY 

et  la  formule  (i4)  donnera 


(,6)       /-^    '^  (((^-OM)        <-' 


=  (^  +  .) 


((('■-0'^)) 

o'(i) +9(0 1(^+0 +jr  i(^y(.)^^'l 
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Donc,  on  désignant  par  £,  3'  les  constantes  arbitraires  cp(i),  cp'(i),  on 


r  '   1    o 


aura 

(17)        v=(^  +  i: 

Il  est  l)on  d'observer  que,  pour  transformer  les  équations  (i)  et  (G) 
en  équations  diirerentiellcs  linéaires  à  coefficients  constants,  il  suffit 
d'effectuer  un  cbangcinent  de  variable  indépendante,  et  de  poser 

(18)  ■  A.r4-Ii  =  e'. 

Si  l'on  transforme  ainsi  l'équation  (f  ")),  en  prenant 

(19)  .v-i-i—-e', 
cette  équation  deviendra 

rr-  y  (ly 


(0.0) 


clL'' 


dt 


+  J-:=6'^7-(6>'-l), 


et  son  intégrale  générale,  donnée  par  la  formule  (i4)  de  la  page  2V1, 


sera 

(9.1) 


y  —  e'(C'+  ^t)-\-  f  {t  —  s)e'^-'/{e'  —  i)ds, 


to  désignant  une  valeur  particulière  de  t  et  s  une  variable  auxiliaire. 
Si  maintenant  on  a  égard  à  la  foi'mule  (19)  et  si  l'on  substitue  à  la 
variable- .y  une  autre  variable  z-  déterminée  en  fonction  de  s-  par'  l'équa- 
tion 


(2: 


1  —  e% 


la  valeur  précédente  de  y  se  réduira  évidemment  à  celle  que  présente 
la  formule  (17). 
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Exlrail  des  Mémoires  de  l'Institut  ('). 


EXPOSITION. 


Le  théorème  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  tout  nombre  entier 
peut  être  formé  par  l'addition  de  trois  triangulaires,  de  quatre  carrés, 
de  cinq  pentagones,  de  six  hexagones,  et  ainsi  de  suite.  Les  deux  pre- 
mières parties  de  ce  théorème,  savoir,  que  tout  nombre  entier  est  la 
somme  de  trois  triangulaires  et  de  quatre  carrés,  sont  les  seules  qui 
aient  été  démontrées  jusqu'à  présent,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la 
Théorie  des  nombres  de  M.  Legendre,  et  dans  l'Ouvrage  de  M.  Gauss 
(jui  a  pour  titre  :  Disquisitiones  arithmeticœ.  J'établis,  dans  ce  Mémoire, 
la  démonstration  de  toutes  les  autres,  et  je  fais  voir,  en  outre,  que  la 
décomposition  d'un  nombre  entier  en  cinq  pentagones,  six  hexagones, 
sept  heptagones,  etc.,  peut  toujours  être  effectuée  de  manière  que  les 
divers  nombres  polygones  en  question,  à  l'exception  de  quatre,  soient 
égaux  à  zéro  ou  à  l'unité.  On  peut  donc  énoncer  en  général  le  théo- 
rème suivant  : 

Tout  nombre  entier  est  égal  à  la  somme  de  quatre  pentagones,  ou  à  une 
semblable  somme  augmentée  d'une  unité;  à  la  somme  de  quatre  hexagones, 

(')  Mémoires  de  l'Institut,  t.  XIV,  i"  série  (années  i8i3,  iSi/j,  i8i5),  p.  177  el  suiv. 
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ou  à  une  semblable  somme  augmentée  d'une  ou  de  deux  unités;  à  la  somme 
de  quatre  heptagones,  ou  à  une  semblable  somme  augmentée  d'une,  de 
deux  ou  de  trois  unités;  et  ainsi  de  suite. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  fondée  sur  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

Décomposer  un  nombre  entier  donné  en  quatre  carrés,  dont  les  racines 
fassent  une  somme  donnée. 

Je  réduis  ce  dernier  problème  à  la  décomposition  d'un  nombre  en- 
tier donné  en  trois  carrés,  en  faisant  voir  que,  si  un  nombre  entier  est 
décomposable  en  quatre  carrés  dont  les  racines  fassent  une  somme 
donnée,  le  quadruple  de  ce  môme  nombre  est  décomposable  en  quatre 
carrés  dont  l'un  a  pour  racine  la  somme  dont  il  s'agit.  Il  est  aisé  d'en 
conclure  que  le  problème  proposé  ne  peut  être  résolu  que  dans  le  cas 
oij  le  carré  de  la  somme  donnée  est  inférieur  au  quadruple  de  l'entier 
que  l'on  considère,  et  où  la  différence  de  ces  deux  nombres  est  décom- 
posable en  trois  carrés;  ce  qui  a  lieu  exclusivement  lorsque  cette  dift'é- 
rence,  divisée  par  la  plus  haute  puissance  de  4  qui  s'y  trouve  contenue, 
n'est  pas  un  nombre  impair  dont  la  division  par  8  donne  7  pour  reste. 
Si  aux  deux  conditions  précédentes  on  ajoute  celle  que  le  nombre  en- 
tier et  la  somme  donnée  soient  de  même  espèce,  c'est-à-dire,  tous  deux 
pairs,  ou  tous  deux  impairs,  on  aura  trois  conditions  qui  devront  être 
remplies,  pour  qu'on  puisse  résoudre  le  problème  dont  il  s'agit.  Mais 
on  ne  doit  pas  en  conclure  que  la  solution  soit  possible  toutes  les  fois 
qu'on  pourra  satisfaire  à  ces  mêmes  conditions.  Pour  qu'on  soit  assuré 
d'obtenir  une  solution,  il  faut,  en  outre,  et  il  suffit,  que  la  somme 
donnée  soit  supérieure,  ou  égale,  ou  inférieure  au  plus  d'une  unité  à 
une  certaine  limite  dont  le  carré  augmenté  de  2  équivaut  au  triple  du 
nombre  donné. 

En  appliquant  ces  priocipes  aux  nombres  impairs,  ou  impairement 
pairs,  on  reconnaît  facilement  que  tout  nombre  entier  impair,  ou  divi- 
sible une  fois  seulement  par  2,  peut  être  décomposé  en  quatre  carrés, 
dont  les  racines  fassent  une  somme  donnée,  toutes  les  fois  que  cette 
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somme  est  un  nombre  de  même  espèce,  compris  entre  deux  limites 
dont  les  carrés  sont  respectivement  le  triple  et  le  quadruple  du  nombre 
donné. 

On  démontre  avec  la  même  facilité  que  tout  nombre  entier,  (|uel 
(ju'il  soit,  peut  être  décomposé  en  quatre  carrés,  de  manière  (jue  la 
somme  des  racines  soit  comprise  entre  les  deux  limites  qu'on  vient 
d'énoncer.  On  doit  seulement  excepter,  parmi  les  nombres  impairs,  les 

suivants 

I,    5,    9,     II,     17,     19,    '.îç),    4i; 

(>t,  parmi  les  nombres  pairs,  tous  ceux  qui,  divisés  par  une  puissance 
impaire  de  2,  donnent  pour  quotient  un  des  nombres  premiers 

1,     3,     7,     M,     17. 

A  l'aide  de  ces  propositions  et  de  quelques  autres  semblables,  on 
parvient  sans  peine,  non  seulement  à  prouver  que  tout  nombre  entier 
est  décomposable  en  cinq  pentagones,  six  bexagones,  etc.;  mais  encore 
à  effectuer  cette  décomposition,  de  telle  sorte  que  les  nombres  compo- 
sants soient  tous,  à  l'exception  de  quatre,  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité. 

ANALYSE. 

Si  l'on  désigne  par  m  et  /  deux  nombres  entiers  quelconques,  le 
terme  général  des  nombres  polygones  de  l'ordre  m -^  2  sera,  comme 
l'on  sait,  , 

(I)  '«("-, 

Si  dans  cette  formule  on  fait  successivement  m  =  i ,  m  =  2,  m  =  3,  . . . , 
on  obtiendra  les  termes  généraux  des  nombres  triangulaires,  carrés, 
pentagones,  bexagones qui  seront  respectivement 

De  plus,  on  doit  remarquer  que  les  deux  plus  petites  valeurs  de  la 
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formule  (i),  correspondantes  à  /  =  o,  t  =  j,  sont,  pour  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  m,  o  et  i;  en  sorte  que  zéro  et  l'unité  font  partie  de 
chaque  suite  de  nombres  polygones.  Cela  posé,  je  vais  démontrer,  rela- 
tivement à  ces  mêmes  nombres,  le  théorème  général  de  Fermât.  Comme 
la  chose  est  déjà  faite  pour  les  nombres  triangulaires  et  les  carrés,  il 
suffira  de  prouver  le  théorème  à  l'égard  des  autres  nombres  polygones. 
On  y  parvient  à  l'aide  de  quelques  propositions  subsidiaires  que  je  vais 
commencer  par  établir. 

Théorème  I.  —  Soient  a  un  nombre  entier  quelconque ,  et  4*  l^i  pàis 
haute  puissance  de  4  qui  puisse  divisera;  pour  que  l'on  puisse  résoudre  en 
nombres  entiers  oc,  y,  z  l'équation 

il  sera  nécessaire,  et  il  suffira  que  le  quotient  ^  ne  soit  pas  de  la  Jorme 

8// +  7. 

Démonstration.  —  On  sait,  en  effet,  que  l'équation  (i)  peut  être  ré- 
solue toutes  les  fois  que  a  est  de  l'une  des  formes  4/^-1-1,  l\n -h  2, 
8/^  +  3;  et  qu'elle  ne  peut  l'être  lorsque  a  est  de  la  forme  '6n  +  7.  De 
plus,  si  a  est  divisible  par4,  .^,  y,  -  seront  nécessairement  pairs;  etsi 
l'on  fait,  en  conséquence,  x  =  q.x',  y=  2/',  z  ^=  iz' ,  l'équation  (1) 
deviendra 

Si  a  est  divisible  deux  fois  par  4;  '^\  y\  ^',  dans  l'équation  précé- 
dente, seront  nécessairement  pairs;  et,  par  suite,  r,  j,  ^  seront  divi- 
sibles deux  fois  par  2.  En  général,  si  a  est  divisible  par  4*>  •^>  JK.  - 
devront  être  divisibles  par  2*;  et  si  l'on  fait,  en  conséquence, 

l'équation  (i)  deviendra 

/       X  «.,,", 
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Si  donc  ^  n'est  plus  divisible  par  4,  on  pourra  toujours  résoudre 
l'équation  (2),  et,  par  suite,  l'équation  (i),  à  moins  toutefois  que 
^  ne  soit  de  la  forme  8/1  +  7;  auquel  cas  les  deux  équations  dont  il 
s'agit  deviendraient  insolubles. 

Corollaire  I.  —  On  déduit  facilement  du  théorème  précédent  une 
condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  deux  nombres  donnes  X-  et  s, 
pour  que  l'on  puisse  décomposer  le  premier  de  ces  deux  nombres,  /•, 
en  quatre  carrés  dont  les  racines  fassent  une  somme  égale  à  s.  En 
effet,  supposons  que  l'on  parvienne  à  résoudre  simultanément  en 
nombres  entiers  les  deux  équations 

3  i  i' =  r- -i- u'- -+- V' -^  w'' , 

On  aura  évidemment 

^k={t-]-  u  -\-  v-h  (ï-)-  -h  {t  -]-  u  —  V  —  w)- 

+  (  ^  —  «  +  r  —  (v)-  +  (  /  —  //  —  ('  +  H')-  ; 

et,  par  suite, 

(4)     ^k~s'---{t-{-  «  —  r  —  tr)^  +  (t—  u  +  v  -ir)-+  (/_«  —  ,-  4-  .ï•)^ 

On  pourra  donc  alors  décomposer  /[k  —  s-  en  trois  carrés,   et,  en 
conséquence,  4^'  —  s-  ne  pourra  être  de  la  forme 


4='(8n 


7)- 


De  plus,  les  deux  nombres  /c  et  s  devant  toujours  être  de  môme  es- 
pèce, c'est-à-dire  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs,  si  k  est  un 
nombre  pair,  4^  —  ^-  sera  divisible  par  4,  et  l'équation  (4)  ne 
pourra  subsister,  à  moins  que  les  trois  nombres  t  -+-  u  ~  v  ~  w, 
t  —  u  ^  ç  --  w,  t  —  u  ~  V -\- w  na  soient  divisibles  par  2.  Dans  la 
même  hypothèse,  cette  équation  deviendra 

[_   \'__  ( t  -\-  a  —  V  —  (T'\-    '  ( L  —  H  -^  V  —  w\-       [ L  —  a  —  c  +  u' 


2    /         \  2 
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et,  pai  suite, 


étant  décomposable  en  trois  carrés,  ne  pourra  être  de  la  forme 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  obtiendra  les  propositions 
suivantes  : 

Si  k  est  un  nombre  entier  décomposable  en  quatre  carrés  dont  les  ra- 
cines fassent  une  somme  égale  à  s,  [\k  pourra  être  décomposé  en  quatre 
carrés  dont  l'un  soit  s"^ . 

Si  k  est  un  nombre  pair  décomposabie  en  quatre  carrés  dont  les  racines 
fassent  une  somme  égale  à  s,  il  sera  également  décomposable  en  quatre 

carrés  dont  l'un  soit  i  -  s 

Dans  tous  les  cas  possibles,  la  valeur  de  [\k  —  s^  sera  positive  et  ne 
pourra  être  de  la  forme  4"  (  8  /î  H-  7  ) . 

Ainsi,  pour  que  le  nombre  k  puisse  être  décomposé  en  quatre  carrés 
dont  les  racines  fiissent  une  somme  égale  à  s,  il  est  nécessaire  que  .v 
soit  un  nombre  de  même  espèce  que  k,  inférieur  à  s/l\k,  et  ne  soit  pas 
de  la  forme 

Lorsque  s  satisfait  aux  trois  conditions  précédentes,  on  ne  doit  pas 
toujours  en  conclure  que  la  décomposition  soit  possible.  Elle  le  sera, 
en  effet,  si  la  valeur  de  s  satisfait  encore  à  une  quatrième  condition, 
celle  de  surpasser  sjdk,  ou  môme  \/3k  —  2  —  i ,  comme  on  le  verra  ci- 
après  (ibéorèmes  IH  et  lY). 

Théorème  II.  —  Si  les  trois  nombres  r,  v,  :;  satisfont  à  l'équation 

(i)  a  =  J!^  ^ y'- -^  z\ 

la  somme  de  ces  trois   /lombres  sera  nécessairement   comprise  entre  les 
limites 
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Démonstration.  —  En  effet,  on  a  évidemment 

( .r  -i-  r  4-  ^)2  =:  X-  +  r^  +  C.2  +  2 a?v  +  2 .r:;  4-  2j'^  >  .r^  +  y-  +  z^^=za, 
(.r  +  r  +  ^)2  <  {.i-  +  7  +  ^)-  +  {-r—y)-  +  (.r  —  ^)2  +  (  r  —  ^)2=  3rt  ; 

d'où  l'on  conelnt,  en  extrayant  les  racines  carrées, 

jc  -\-  y  -\-  ~->\'a, 
X  -\-  y  +  z  <_  \/'6a. 

Corollaire  I.  —  Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  tbéorème  précé- 
dent, les  signes  <  et  >  n'excluent  pas  l'égalité.  En  effet,  x  -+-y  +  :■ 
devient  égal  à  \a  lorsqu'on  suppose  j  =  o,  ^  =  o;  et  à  \/'.ia  lorsque 
.r  =  y  ^=  z.  En  général,  si  la  somme  de  n  carrés  différents  est  égale  à  a, 
la  somme  des  racines  sera  comprise  entre  \a  et  \jna.  Cette  dernière 
somme  atteindra  la  limite  inférieure  \/a  si  toutes  les  racines  sont 
nulles,  à  l'exception  d'une  seule;  et  la  limite  supérieure  \na  si  toutes 
les  racines  sont  égales  entre  elles.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  démon- 
trer, soit  par  la  méthode  (ju'on  vient  d'employer,  soit  par  la  théorie 
des  maxima  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Théorème  III.  —  Soient  k  un  nombre  pair  pris  à  volonté,  et  s  un  autre 
nombre  pair  compris  entre  les  limites 

On  pourra  toujours  résoudre  sinmltanément  en  nombres  entiers  les  deux 

équations  ^' 

^  (  A-  r=  f'2  +  a-  +  r^  -I-  n'2, 

(•) 

à  moins  (pie 

ne  soit  de  la  forme 

Démonstration.  —  En  effet,  si  /■  -  (-^sY  n'est  pas  de  la  forme 
/^a(8« -H  7),   on   pourra    toujours  [voir  le   théorème  I)   résoudre   en 
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nombres  entiers  l'équation 


pourvu  que  l'on  ait  k'^l^sj    ou  ,v<v'4^-  Si,  (le  plus,  s  est  supé- 
rieur à 

^3  A-  —  2  —  I , 

on  aura  réciproquement 

3A-<.ç2  +  2.9  +  3. 

D'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  précédent,  on  tire  de  l'équation  (2) 

Donc  a  fortiori 

(3  )  '   .c  +  /  --h  5  <  i/.v^  -H  2.Ç  4-  3  —  -^  52  <  -  .V  +  2. 

De  plus,  k  étant  un  nombre  pair,  il   suit  évidemment  de  l'équa- 
tion (2)  que  les  huit  nombres  entiers  compris  dans  la  formule 

-s  ±  a'  ±  K  ±  •;, 
9 

à  raison  des  doubles  signes,  sont  également  pairs,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  les  huit  nombres  compris  dans  la  formule 


sont  des  nombres  entiers.  Mais,  en  vertu  de  la  coudition  (3),  h^  plus 
petit  de  ces  nombres,  savoir 


r,  s  —  j;  —  y 


doit  être  supérieur  à  —  i,  c'est-à-dire  nul  ou  positif.  Les  huit  nombres 
entiers  dont  il  s'agit  seront  donc  tons  nuls  ou  positifs.  Cela  posé,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  satisfera  en  même  temps  aux  deux  équations  (f)  en 
attribuant  à  /,  a,  v,  w  les  valeurs  positives   que  fournissent  l'uu  et 
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l'autre  des  deux  systèmes  d'équations 

l s  —  .T  —  y  —  z  \.s  —  .r  +  y  -t-  s  \.s  -+-  jc  —  y  H-  ^  ^s  +  .x  -\-  y 


2  2  '2 

^''^       1  .  1  1  1 

-^ .V  +  j:  +  >■  4-  5  l  s  -h  .r  —  y  —  z  ^s  —  .r  -\-  y  —  z.  ^ ,v  ~  .a?  —  y.- 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  l'un  et  l'autre  des  systèmes  suivants  : 

/  =  '^ fL -_i ,  n~  i  ^  y  ^  z,  v  =  t  -\-  a-  -{-  z,         sv  =  t  -h  ,r  -h  y, 

(^>)    { 

t  =z  ^ >  u^=.  l  —  y  —  z,  V  z=-.  t  —  X  —  z,  iv  r=  l  —  r  —  y. 


Corollaire  L  —  Lorsque 


est  de  la  forme  ^"(S/?  +  7),  l'équation  (2)  ne  peut  être  résolue  en 
nombres  entiers.  Mais  alors  il  devieut  impossible  de  résoudre  simulta- 
némeut  les  équations  (1),  ainsi  qu'on  l'a  prouvé  ci-dessus  (tliéorème  I, 
coi'ollaire  l). 

Corollaire  IL  —  Lorsque  k  est  un  nombre  i m pai rement  pair,  c'est- 
à-dire  de  la  forme 

la  quantité  k  —  (-s)    est  nécessairement  de  l'une  des  formes 

savoir,  de  la  forme  [\n-\-i,  si  -^s  est  un  nombre  impair,  et  de  la  forme 

l\n  -h  2,  dans  le  cas  contraire.  On  peut  donc  toujours  alors  résoudre 
les  équations  (i),  pourvu  que  ,9  soit  un  nombre  pair  compris  entre  les 

limites  

y/3  A  — 2  —  1,     \'\k. 

Exemple.  ~  Soit  k  =  3o;  on  trouvera 

v/31^^2  —  I  =  v^88  —  i<  9,         ^^7<  —  v^  20  >  I  o  ; 
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et,  par  suite,  on  pourra  supposer  .y  =  lo.  Pour  déterminer  les  valeurs 
correspondantes  de  t,  u,  r,  (r,  j'observe  que 

-s]   =  3o  —  25  =:^  5  =  2-  -+-  l-  +  O. 


On  auia  donc,  dans  le  cas  présent. 

Cela  posé,  les  quatre  premières  équations  (5)  donneront 

On  peut  aisément  vérifier  ces  valeurs.  On  trouve,  en  effet, 

1-4-22+3-  +  4'-=  3o, 
I    +2   +3   +4   =  lO, 

On  doit  observer  que,  dans  le  cas  présent,  les  quatre  dernières  équa- 
tions (5)  fourniront,  pour  les  variables  t,  u,  v,  w,  les  mêmes  valeurs 
prises  dans  un  ordre  inverse,  savoir 

l^=^!\,  «  =:  3,  i'  =:  2,  Wzz:il. 

Cette  circonstance  a  évidemment  lieu  toutes  les  fois  que  s  =  o,  ainsi 
qu'on  peut  s'en  convaincre  par  la  seule  inspection  des  équations  (4). 

Théorème  IV.  —  Soient  k  an  nombre  impair  [iris  à  volonté,  et  s  un  autre 
nombre  impair  compris  entre  les  limites 


On  pourra  toujours  résoudre  sbnultanémenl  en  nombres  entiers  les  deiioc 
équations 

I  A-  =  ^-  +  a"-  +  ('-  +  iT'-, 

(    5   =/+«+('     +  U'. 


(0 


Démonstration.  —  En  effet,  [\k  —  .9^  étant,  dans  la  supposition  ({u'on 

vient  de  faire,  de  la  forme 

8/i  +  3, 

Œuvres  de  C.  —  S.  U,  l.  VI.  4^ 
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on  pourra  toujours  résoudre,   en   nombres  entiers  impairs  x,  y,  ::, 
l'équation 

pourvu  que  l'on  ait  ^  <  ^p.  Si,  de  plus,  s  est  supérieur  à 

y/3A-:>.  -I, 

on  aura  réciproquement 

3  A-  <  .y2  -f-  ^  .V  +  3  ; 

et  l'on  conclura  du  second  théorème  appliqué  à  l'équation  (2) 


■^  +7  +  -  <  y/i 2  A-  —  3s'-  <  v/.v^  +  8.Ï  H-  1 2  <  .V  +  4, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/  o  X  .V  —  ^  —  y  —  z 

(o)  ^ >-i. 

4 

J)onc,  a  fortiori,  chacun  des  huit  nombres  compris  dans  la  formule 

s  ±  j^  ±  y  ±  z 
t 

sera  supérieur  à  —  1  ;  et,  par  conséquent,  nul  ou  positif  s'il  est  entier. 
Cela  posé,  si  s  —  oc  —  y  —  z  est  divisible  par  4,  on  satisfera  également 
aux  deux  équations  (i),  en  supposant 

,  _  '^  —  ^  —  .■>'  —  -                    s  —  a;  -+-  y  -\-  z  ,s  -i-  .r  —  Y  -h  z  .v  +  .^••+  y 

'  —  -, ,        Il  — , "  —  '  "•  —  •' 


,  ç  z=z ^ ,  ((• 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

De  même,  si  ^  +  a?  +  j  +  :;  est  divisible  par  4,  on  satisfera  aux  équa- 
tions (1) en  supposant 

.V  +  .r  +  7  +  :;                  ^ -y  x  —  y  —  z                  s  —  x -^  y  —  z                  s  —  x  —  y  -^  z 
/_  4-  '       "-  4- '        r=   -^ ,       .v=  ^--. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(.•>)     ^—  7 5        II—.L—- ,        VT=-l ,       tl'=:^ ■- . 

4  2  2  2 

D'ailleurs,  .y,  ^,  y,  z  étant  quatre  nombres  impairs, 

■V  —  ^  — ,)-  —  :;,  .V  +  X  -\-  y  +  z- 

sont  deux  nombres  pairs;  et,  comme  leur  sonime  2^  est  impairement 
paire,  il  est  nécessaire  que  l'un  de  ces  deux  nombres  soit  divisible 
par  4,  et  l'autre  seulement  par  2.  On  pourra  donc  toujours  satisfaire 
aux  équations  (1),  en  attribuant  aux  variables  /,  w,  v,  w  un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  (4)  ou  (5).  Mais  on  voit  (jue  ces  deux  systèmes  s'ex- 
cluent réciproquement. 

Exemple.  —  Si  l'on  suppose  k  =  3  1 ,  on  trouvera 


V''3  A  —  2  —  I  =z  v^Qi  —  '  <  9.         s/4 1<  —  v^i 24  >  1 1 

On  pourra  donc  faire  ^  =^  9  ou  ^  =  r  i . 

Si  l'on  suppose  d'abord  s  =  9,  on  trouvera 

4  A  — ^^  =  43  =  52  +  32  +  32, 
^•=^5,        7  =  3,         ::  =  3; 

et,  par  suite,  les  équations  (5)  donneront 
On  a,  en  effet, 

52  +  2-  4-  1 2  .-(-  1 2  —  3  ,  ^ 
5    H-  2    4-1    4-1    =19. 

Si  l'on  suppose  en  second  lieu  .v  =  1 1,  on  trouvera 

4A— .v2  =  3=ri2H-  l2  +  i2^ 
.mri ,         j'  =  I ,  c  =  1  ; 

et,  par  suite,  les  équations  (4)  donneront 

/  =;  2,  «r=3,  ('=3,  (ï=3. 
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On  a,  en  effet, 

9'-  +  32  +  3^  4-  32  :=  3  1  , 

2  +3  +3  +3  =11. 

Théorème  V.  —  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  il  existe  toujours, 
entre  les  limites 

au  moins  un  nombre  entier  de  même  espèce  que  k,  c'est-à-dire  pair,  si  k  est 
un  nombre  pair,  et  impair  si  k  est  un  nombre  impair. 

Démonstration.  —  En  effet,  la  différence  entre  les  limites 


savoir  

qui  est  égale  à  2  :  1°  lorsqu'on  fait  ^=1;  2*^  lorsqu'on  fait  k  =  9,  n'a 
qu'un  seul  minimum,  1  +  i/|,  correspondant  à  k=  ^.  Celte  diffé- 
rence est  donc  supérieure  à  2  lorsqu'on  suppose 

et  croît  môme  alors  indéfiniment  avec  la  quantité  k.  Par  suite,  toutes 
les  fois  que  k  surpasse  9,  il  doit  y  avoir  au  moins  deux  nombres  entiers 
compris  entre  les  limites 


et  l'un  de  ces  deux  nombres  entiers  est  nécessairement  de  même  espèce 
(jue  le  nombre  k. 

D'ailleurs,  si  l'on  donne  successivement  à  k  toutes  les  valeurs  en- 
tières possibles  depuis  i  jusqu'à  9,  on  trouvera  toujours  des  nombres 
entiers  de  môme  espèce  que  k  compris  entre  les  limites 

^3A_2  — I,     v^^- 
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Ces  nombres  entiers  seront  respectivement 

Impair.  Pair. 

l>our  A-  =  1 I 

■i '>. 

3 3 

4 4 

5 3 

(J 4 

7 ^ 

8 4 

9 -' 

Il  est  donc  prouvé  qu'à  une  valeur  quelconque  de  k  correspondra 
toujours  un  nombre  entier  de  même  espèce  compris  entre  les  limites 

Corollaire  1.  —  Si  l'on  suppose  ^-  =  i2r,  on  aura 

y/3A_.,,  _-i  — ,8,         v/4^  =  23=i8  +  4. 
Par  suite,  si  l'on  t'ait  X  >  i  21,  la  différence  entre  les  limites 

\/3  k  —  :i  —  I ,     v/4A" 

surpassera  4.  Il  existera  donc  alors  au  moins  quatre  nombres  entiers 
consécutifs,  compris  entre  les  limites  dont  il  s'agit;  et,  parmi  ces 
(juatre  nombres,  il  y  en  aura  nécessairement  deux  de  même  espèce 
que  le  nombre  X*. 

Théorème  VI.  —  X:  étanl  un  nombre  entier  quelconque,  il  existe  toujours 
entre  les  limites 

au  moins  un  nombre  entier  de  même  espèce  que  k,  à  moins  toutefois  qiw  k 
ne  soit  un  des  nombres  impairs 

>,     ■">,     9.     II»     '7'     19»     29,     4i, 

ou  bien  un  des  nombres  pairs 

2,     6,     8,     i4,     'i2,     24,     34. 
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Démonstration.  —  En  effet,  si  l'on  suppose  k^  56,  on  aura 

et,  par  suite,  il  y  aura  toujours,  entre  les  limites  sj'^k,  \ll\k,  deux 
nombres  entiers,  dont  l'un  sera  de  même  espèce  que  k.  De  plus,  si  l'on 
donne  successivement  à  k  toutes  les  valeurs  entières  possibles  depuis 
I  jusqu'à  ^Q),  on  ne  trouvera  d'exception  au  théorème  que  pour  les 
nombres  ci-dessus  énoncés. 

Corollaire  I.  —  On  peut  remarquer  que,  parmi  les  nombres  pairs  qui 
font  exception  à  la  règle  générale,  les  seuls  qui  ne  soient  pas  divisibles 
par  4  sont  les  suivants  : 

2,     6,     1/4,     22,     34. 

Les  deux  autres,  savoir,  8  et  24,  étant  divisés  par  4,  donnent  pour  quo- 
tient 

2     et    6. 

Problème  I .  —  Déterminer  les  valeurs  de  k  pour  lesquelles  il  est  impos- 
sible de  résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les  deux  équations 

(     k=l^-\-    U^  +  (^2  _^  ,^,2^ 

(  ,v  "  ^  H-  «  +  r  +  iT', 
de  manière  que  la  valeur  de  s  soit  comprise  entre  les  limites  \l'5k,  \ll\k. 

Solution.  —  Supposons  d'abord  que  k  soit  un  nonibre  impair,  ou 
impairement  pair.  Alors,  en  vertu  des  théorèmes  III,  IV  et  YJ,  on 
pourra  toujours  résoudre  les  équations  (i)  de  manière  que  s  satisfasse 
à  la  condition  exigée,  à  moins  que  k  ne  soit  un  des  nombres  impairs 

(2)  ),    5,    9,     II,     17,     19,    29,    4i, 

ou  bien  un  des  nombres  pairs 

(3)  2,     G,     i4,     22,     34. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  k  soit  divisible  par  4»  et.faisons 

(4)  kr=.\^k', 
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a  étant  égal  ou  inférieur  à  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  do  4 
qui  puisse  divisera;  on  pourra  évidemment  résoudre  les  équations  (i), 
avec  la  condition  exigée,  si  l'on  parvient  à  résoudre  en  nombres  entiers 
les  suivantes 

^■'^  )    s'  -=r.t'    +«'    +P'    H-tr', 

de  manière  que  s'  soit  compris  entre  les  limites  \/3/f',  ^l\k' \  car  il  sul- 
tira  dans  ce  cas  de  faire 

s  =  2^  s'. 

De  plus,  si  l'on  prend  4*  égal  à  la  plus  haute  puissance  de  4  qui  puisse 
diviser  k,  k'  sera  nécessairement  un  nombre  impair  ou  impairement 
pair;  et,  par  suite,  les  équations  (5)  seront  résolubles  avec  la  condition 
exigée,  à  moins  que  k'  ne  soit  un  des  nombres  compris  dans  les 
séries  (2)  et  (3).  Enfin,  si  k'  est  un  des  nombres 

I,     5,     9,     II,     17,     19,     29,     4i, 

il  suffira  de  diminuer,  dans  l'équation  (4),  a  d'une  unité,  pour  que  k 
acquière  une  des  valeurs  suivantes 

(6)  4,     ?^o,     36,     44,     68,     76,     116,     i64; 

et  comme,  pour  ces  diverses  valeurs  de  k',  on  peut  résoudre  les  équa- 
tions (5)  avec  la  condition  exigée  (^W/•  ci-après,  scholie  I),  il  en  résulte 
que,  parmi  les  valeurs  de  k  divisibles  par  4,  les  seules  qui  fassent  ex- 
ception à  la  règle  générale  sont  celles  qui  sont  de  la  forme  4*^''  k' 

étant  un  des  nombres 

2,    6,     i4,    2'',    34. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  qu'on  pourra  toujours  résoudre 
les  équations  (i),  de  manière  que  s  soit  compris  entre  yj'dk  et  \l\k;  à 
moins  que  ^  ne  soit  un  des  nombres  impairs  compris  dans  la  série  (2)  ou 
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l)ii'n  un  nombre  pair  de  l'une  des  formes  suivantes  : 

(7)  2-^+'i,     2-«+'3,     22^+*7,     22«^'ii,     a-^^'i;. 

Scholie  I.  —  Nous  avons  dit  ci-dessus  que,  en  prenant  pour  X:  un  des 

nombres  ' 

V-  A,     20,     36,     44.     68,     76,     116,     i6/i, 

•'-:'•  ,  . 

on  pouvait  toujours  résoudre  simultanément  les  deux  équations 

(   k  =■  l-  +  a-  +  »'-  +  ir-, 
(8) 

de  manière  que  s  fût  compris  entre  les  limites  \l'6k,  \Jl\k.  C'est  ce  qu'on 
peut  aisément  vérifier  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  cborclie  successivement,  pour  cbacune  des  valeurs  de  k  dont 
il  est  ici  question,  les  nombres  pairs  compris  entre  les  limites  \l?>k, 
\l\k,  on  trouvera 

Nombre. 

Pour  /.--:;     4 4 

20 H 

36 12 

44 -^ 

68 16 

76 16 

116 20 

i64 24 

Cela  posé,  Â  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  prend  pour  s  le  nombre  situé 
dans  la  Table  précédente  vis-à-vis  de  cbaque  valeur  de  k,  la  quantité 

ne  sera  jamais  de  la  forme 

4«(8«  +  7). 

Par  suite  (ro//le  tbéorème  III),  en  adoptant  cette  valeur  de  s,  qui  rem- 
plit la  condition  exigée,  on  pourra  résoudre  simultanément  les  équa- 
tions (8). 

Scholie  IL  —  Si  l'on  prend  pour  k  un  quelconque  des  nombres  com- 
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pris  dans  la  série  (7),  la  valeur  de  s  ne  pourra  jamais  être  renfermée 
entre  les  limites  \/Jk,  sf^k.  IMais  il  sera  fiicile  de  déterminer  dans  cette 
iiypothèse  les  diverses  valeurs  que  s  peut  obtenir.  En  effet,  si  la  valeur 
de  k  est  donnée  par  l'équation 

(9)  A^2^-^^H„  J^0 
(;elle  de  s  sera  nécessairemeni  de  la  forme                          ^J^^LiforM^A 

(10)  ,  .V  =  2«.V^, 

S  étant  un  nombre  tel  qu'on  puisse  résoudre  simultanément  les  deux 
équations 


Tï 


(•0 


o.k,  —  t;  H-  u";  H-  r;  +  H';, 

■f^—  t,  +  a,  -f-  Vi  4-  w^. 


Pour  le  prouver,  observons  qu'on  ne  peut  résoudre  en  nombres  entiers 
l'équation 

(12)  2-«+*/.-,  =  /2  +  «-  +  <-^  +  lv2 

dans  le  cas  où  a  surpasse  zéro,  à  moins  de  supposer  que  /,  u,  c,  w  sont 
des  nombres  pairs;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que,  si  l'on  fait  succes- 
sivement a  =  i,  a=  2,  a  =  3,  ...,  on  ne  pouri'a  résoudre  la  même 
équation  en  nombres  entiers,  à  moins  de  supposer  que  cliacun  des 
nombres  /,  //,  v,  w  est  divisible  une  fois,  deux  fois,  trois  fois,  elc. 
par  2.  Ainsi,  a  ayant  une  valeur  déterminée  supérieure  à  l'unité,  il 
faudra,  pour  résoudre  l'équation  (12)  en  nombres  entiers,  supposer 


u  =r  I^Ui, 


r  =  2«r„ 


2^n;; 


d'où  l'on  conclura 

les  quantités  k,  s^,  t^,  n,  r^,  w^  étant  respectivement  assujetties  aux 
équations  (i  i). 

Si  l'on  prend  successivement  pour  2X;  les  nombres  pairs 


2,    6,    i4,    22,    34, 


OEuvres  de  C. 


S.  n.  t.  VI. 
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les  valeurs  correspondantes  de  s^  seront  respectivement 
Pour  2/>, 


2  :=      I    +   I 

■'<j- 

—  1, 

6  =     4  +  1  +  i 

4, 

i4=  9  +  4+1 

6, 

9.2=     9  +  9-1-4—16  +  4+1 

+  1 

8, 

34  =  25  +  9  =  16  +  9  +  9 

8  ou   10 

Ainsi  les  seules  valeurs  de  s  qui  puissent  correspondre  aux  valeurs  de 
X- prises  dans  la  série 

2-''^"l,       22=^+' 3,      2-^+';,       22«+lii,       2'^'''  +  '  17 


seront  respectivement 


2,     2''^' 3,     2='^' 4,     2^+' 4     ou     2°'+' .5. 


Problème  11.  —  Déterminer  les  valeurs  de  k  pour  lesquelles  il  est  impos- 
sible de  résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les  deux  équations 


(0 


^    A-  ^=  t'  -i-  H-  -h  V-  +  lï'-, 

(  s  ^=  t  +  «  +  ('  +  ir, 


de  manière  que  la  valeur  de  s  soit  comprise  entre  les  limites 

Solution.  —  Il  suit  immédiatement  des  théorèmes  ÏV  et  V  qu'on  pouf 
résoudre  simultanément  les  équations  (i),  de  manière  à  remplir  la  con- 
dition exigée,  toutes  les  fois  que  k  est  un  nombre  impair.  Nous  avons 
l'ait  voir,  en  outre  (problème  précédent),  qu'en  prenant  pour  .^  un 
nombre  pair,  on  peut  toujours  résoudre  les  équations  (1),  de  manière 
(|ue  s  étant  inférieur  à  \j'\k  soit  supérieur  à  \l5k,  et  à  plus  forte  raison 
à  \J?>k  —  2  —  I,  à  moins  que  la  valeur  de  k  ne  se  trouve  comprise  dans 

une  des  séries 

8,       32, 

24,,  96, 
5G,  224, 
88,     352, 


(2) 


2, 

I  22, 

;  34,     i36,     544, 


128, 

384, 

896, 

i4o8, 

2176, 
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dont  les  termes  généraux  sont  respectivement 


,        r,2a-t-i  •:>        ,,2a^-l  -        r>iai-i,,        r>2a+),- 


\o 

mbres. 

!î. 

8, 

6, 

24, 

96, 

1-1, 

56, 

1^., 

88, 

35  î. 

i4o8. 

b^nfin,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut  (scholie  II),  les  plus  grandes 
valeurs  de  s  qui  puissent  correspondre  à  ces  diverses  valeurs  de  h  sont 
respectivement 

2«^'i,     a^'+i  2,     2"^' 3,     2''+-' 4,     2«+'5; 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  que,  dans  lès  séries  que  l'on  considère,  les 
seuls  termes  pour  lesquels  la  valeur  de  s  reste  comprise  entre  les 
limites  \l'^k  —  2  —  1,  ^[\k  sont 

Pour  la  i'"  série 
»        2"      » 
»        3"      » 
))        4"     " 
»        o*"      »         34,     i36,     544,     'iijG. 

Si  l'on  retranche  ces  mêmes  termes  des  séries  (2^  les  termes  restants 
seront  les  seules  valeurs  de  k  pour  lesquelles  on  ne  puisse  résoudre  les 
équations  (t)  avec  la  condition  exigée.  Parmi  les  valeurs  dont  il  s'agit, 
les  plus  petites  seront 

32,     123,     224,     384,     -^'2,     8y6,     1024,     .... 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  donne  successivement  à  k  toutes  les  valeurs 
entières  possibles  depuis  k=\,  jusqu'à  ^'=121  inclusivement,  on 
n'en  trouvera  qu'une  seule  pour  laquelle  il  soit  impossible  de  résoudre 
les  équations  (i)  avec  la  condition  exigée.  Cette  valeur  unique  est 

A=32=^2-X2+'. 

La  seule  valeur  que  s  puisse  recevoir  dans  cette  hypothèse  est,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  la  suivante 

2^+' =  8, 
qui  est  effectivement  située  hors  des  limites 

v/3/x  —  2  —  I  =  V94  ~ ''        v^^==V^'^8. 
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Corollaire  IL  —  Si  l'on  donne  à  k  une  valeur  impaire,  telle  qu'un 
seul  nombre  impaire  se  trouve  compris  entre  les  limites 


on  aura  nécessairement  (théorème  V,  corollaire  I) 

I  H-  A-  <  I  2  1  . 

Dans  la  même  hypothèse,  les  seuls  nombres  pairs  qui  puissent  être 
compris  entre  les  limites 


v/3(A--M)-o._i,     v^UA  +  i) 
sont  les  suivants  : 


s  —  \,      s  -\-  \. 


D'ailleurs,  k-\-i  étant  un  nombre  pair  inférieur  à  121,  il  suit  du  co- 
rollaire I  que,  à  moins  de  supposer  k  ^  i  =  82,  on  trouvera  entre  les 
limites  v3(/ h-  i)  —  2  —  i,  \il\[k-^\)  un  nombre  pair  ^'pour  lequel  on 
pourra  résoudre  simultanément  les  deux  équations 

A-  +  I  =  l'-  +  u'-  +  v"^  +  (v'-, 
s'=L'  +  u'  +  r'  +iv'. 

s'  aura  donc  nécessairement  une  des  deux  valeurs  s—i,  ,v+r. 
Enfin,  si  l'on  fait  X- -f- 1  =  32,  on  li'ouvera  deux  nombres  impairs, 
savoir  9  et  1  r,  compris  entre  les  limites  sj5.'52  —  2—1,  y/4.32.  On 
pouri'a  donc  énoncer  sans  restriction  le  théorème  suivant  : 

TiU':oRKME  VU.  —  Si  l'on  donne  à  k  une  valeur  impaire,  telle  quun 
seul  nombre  impair  s  se  trouve  compris  entre  les  deux  limites 


v'3(A-  +  i)  — 2  — I,     /^(A  +  i), 
on  pourra  toujours  résoudre  en  nombres  entiers,  ou  les  deux  équations 

(  k  +  i:=-L-+  u^-  +  r-  +  (r% 
(i)  • 
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ou  bien  les  deux  suivantes  : 

(   k  +  \—  t'  +  a"-  -\-  «'-  +  iv-, 
(  s  —  iz=z  t  -+-  a  +  (■  -h  H'. 

Théorème  VI IL  —  Soient  k  et  s  deux  nombres  impairs  dont  le  second 
soit  compris  entre  les  limites 

Soient,  de  plus,  m  un  nombre  entier  quelconque  supérieur  à  i,  r  un 
autre  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  m  —  2  ;  et  faisons 

(1)  A^.=  ml ^—^] -hs+ r. 


Si,  en  laissant  k  et  m  constants,  on  donne  successivement  à  s  et  à  r 
toutes  les  valeurs  possibles,  et  que  Von  désigne  par  B/^  et  C,,  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  valeurs  de  X^  ainsi  obtenues,  tojit  nombre  entier  com- 
pris entre  les  limites  B/f,  C/iSera  décomposable  en  m  +  2  nombres  polygones 
de  l'ordre  m-+-  1. 

Démonstration.  —  Pour  établir  cette  proposition,  il  suffit  de  faire 
voir  :  1'*  que  tout  nombre  entier  compris  entre  les  limites 

Rx-,    C/, 

est  une  des  valeurs  de  la  formule  (r);  2"  que  tout  nombre  compris 
dans  cette  formule  peut  être  considéré  comme  formé  par  l'addition  d(; 
m  H-  2  nombres  polygones  de  l'ordre  m  -+-  2. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  cette  proposition,  j'observe 
que,  si  l'on  désigne  par  ^,  la  plus  petite,  et  par  s.-,  la  plus  grande  des 
valeurs  de  s  qui  correspondent  à  la  valeur  donnée  de  k,  les  diverses  va- 
leurs de  s,  respectivement  égales  aux  divers  nombres  impairs  compris 
entre  les  limites 

formeront  la  progression  aritbmétique 

.9,,     .s'i  +  2,     .9,  +  /,,      . .  . ,     S,  —  4,     S,  —  '>.,     ,V2  ; 


<->-) 
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et  comme  on  peut  faire  successivement 

/=:o,         /■  —  },         /•  =  2,  ...,         r  —  ni~Z,         r~/n~2, 

les  diverses  valeurs  de  Ay;,  en  commençant  par  la  plus  petite  et  finis- 
sant par  la  plus  grande,  seront  respectivement 

'/,-.v,\ 
~~^)  "^'2         =8/1'  Ba  +  i,'  Ba  +  u,  ...,     B/^-h     m-'?.. 

J  ^x.2-^'ir=B/,^m~-2,  BA+I  +  ///-2,  Ba-  +  '2  +  w  — 2,  ...,     ]i/i.-\--i(m^~-i), 

7.-  —  .V2  -f-  4  \ 
~ -y   -f-.V2—  f  =Ba-1-2(/»--'2),       BA-r-I-f-'2(/«  — 2),       3^-+- 2  +  2(  m  —  2  ),        ...,       B/,-h3(w  — 2), 


"M~ 7^ ^   — ^1-^2  =  0^— 2(w--2),       Ca--M  — 2(W  — 2),       Ca.  +  2  — 2(/«-2),        ...,       C/,—     (w  — 2), 

'"(-^^)  -^^'i         =C/,-    (//.-2),     Ca.  +  i-    (//^-2),     Ca-I-'^.-    (m-'i),      ...,     Ca- 

Ces  diverses  valeurs  fourniront  donc  tous  les  termes  de  la  progres- 
sion arithmétique 

R,.,     Ra.  +  i,     Ra.  +  2,      ...,     C/,-i,     C/,; 

c'est-à-dire  tous  les  nombres  entiers  compris  entre  B^  et  C^.  On  peut 
même  observer  que  quelques-uns  de  ces  nombres  correspondront  à  la 
fois  à  deux  valeurs  différentes  de  la  quantité  s. 

Il  reste  maintenant  à  faire  voir  que  tout  nombre  entier  compris  dans 
la  formule 


peut  être  considéré  comme  formé  par  l'addition  de  m -+- 'i  nombres 
polygones  de  l'ordre  m  -h  2.  Or,  comme  zéro  et  l'unité  font  partie  de  la 
suite  des  nombres  polygones  d'un  ordre  quelconque,  et  que  l'on  sup- 
pose 


/•  <;  /n 


le  nombre  /■  peut  toujours  être  considéré  comme  représentant  la  somme 
de  m  —  2  polygones  de  l'ordre  m  -+-  2,  11  suffira  donc  de  prouver  que 
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tout  nombre  entier  compris  dans  la  formule 

(3)  '«(^-^ 

est  la  somme  de  quatre  nombres  polygones  du  même  ordre;  et,  en 
elTet,  ^  étant  par  bypotbèse  impair,  ainsi  que  A,  et  compris  entre  les. 
limites  

on  pourra,  d'après  le  tbéorëme  IV,  résoudre  simultanément  en  nombres 
entiers  les  deux  équations 

(   k  =^  t-  -^  a-  +  ('-  H-  4ï'', 

(4) 


a  ou  1  on  conclura 


(a)  m 


m 


i    -h  ni 


•2 

; 

u- 

— 

u 

'?. 

r- 

— 

(•' 

2 

(V- 

— 

IT' 

La  formule  (3)  est  donc  la  somme  de  quatre  nombres  polygones  de 
l'ordre  m-^  i\  ce  qui  complète  la  démonstration  du  tbéorème  VIH. 

Corollaire  1.  —  k  et  m  étant  supposés  constants,  la  plus  [)etite  et  la 
plus  grande  des  valeurs  que  Ay^  puisse  recevoir  sont,  conformément  au 
Tableau  n"  2, 

(6) 

/  Ca-  =  ni  f 1  +  .Vi  -+-  m  —  2. 

Dans  ces  formules  ^,  eis.,  désignent  respectivement  le  plus  petit  et  le 
plus  grand  des  nombres  impairs  compris  entre  les  limites 

(7)  sJzT-'^-i,    v/p- 


A- 

— 

.SV 

2 

A- 

— 

•^l" 
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Si  maintenant  on  change  k  en  k^i  et  que  l'on  désigne  par  /,,  s.,  le 
plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  impairs  compris  entre  les 
limites 


(8)  v/^(/-+2)-2-I,       V'T(^+2), 

.les  formules  (G)  deviendront  respectivement 

R^i+o  =  m    ■ )+s.„ 


'  //v  -f-  2  —  .V,    , 

C/,+2  =  m +  -^1  +  fn  —  2. 


D'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  différence  des  deux  limites 


s/3{  A-  +  2  )  —  2  —  I ,     V  3  A-  —  2  —  I 

est  toujours  inférieure  à  deux  unités.  Il  n'y  aura  donc  pas  de  nombre 
impair  compris  entre  ces  deux  limites,  ou  bien  il  n'y  en  aura  qu'un;  et, 
par  suite,  on  aura  toujours 

(lo)  .v',  =  Si         ou  bien        s\  =  .v,  +  2. 

De  même,  la  différence  des  deux  limites 


v/4(A  +  2),     s,/.\k 
étant  toujours  inférieure  à  deux  unités,  on  aura  nécessairemeni 

(  I  ]  )  .V 2  —  -s,  ou  .v',  =:  ^2  -;-  2. 

Cela  posé,  la  première  des  équations  (9)  se  réduira  évidemment  à'  l'une 
des  deux  suivantes 

(12)  R  A-+2  =  li/.    +  "'  »  I^/.+2  —  '^A-  +   -^  ; 

et  la  seconde  des  équations  (9)  à  l'une  de  celles  qui  suivent 

(  1 3  )  (  ;/,-f  2  =  C/,  4-  m ,         Ca+ï  =  C  a ■+  2 . 

On  aura  donc,  dans  tous  les  cas  possibles  (m  étant  >  2), 

(    RxH2>H>;.+  2, 

^'^^  fC...2^C.  +  2; 
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et,  par  suite, 

On  trouverait  de  même 

tA--(-4  >  ("'i+if  ^A-h6  >  Ca-4-4,  .... 

Si  donc  on  met  successivement  à  la  place  de  k  les  difFérents  termes  de 
la  progression  arithmétique 

/>,     k  -h  ■?.,     A-  +  4,     A-  +  6,      . . . , 

les  valeurs  correspondantes  de  C/;,  que  nous  représenterons  par 

seront  toujours  croissantes;  et,  comme  ces  mêmes  valeurs  sont  entières, 
elles  finiront  par  devenir  plus  grandes  que  toute  quantité  donnée. 

Corollaire  II.  —  Chacun  des  nombres  Q,  C^+a»  Gy^^,, ,  ...  est  décompo- 
sable  en  ni  -+-  2  nombres  polygones  de  l'ordre  m  -f-  2. 

Théorème  L\.  —  Soient  k  un  nombre  impair  quelconque,  s^  le  plus  petit 
des  nombres  impairs  supérieurs  à  la  limite  \]'5k  —  2  —  i  ;  et  faisons 

(0  .    C,,-=.ni(^ -\  -^-  Si  +  m  —  9., 

m  étant  entier  et  ^  7..  Soit,  de  plus,  C/,^2  ce  que  devient  Q.  lorsqu'on  rem- 
place k  par  k  +  2.  Chacun  des  nombres  entiers  compris  entre  les  limites 

C/i-,       Cam  2 

sera    toujours   dècomposable   en   m  H-  2    nombres  polygones   de   l'ordre 
m  -h  2. 

Démonstration.  —  On  doit  distinguer  deux  cas  différents,  suivant  que 
le  nombre  des  entiers  impairs  compris  entre  les  limites 

y/3  A'  —  2  —  I ,     v/4  (  A"  -+-  2  ) 

est  supérieur  ou  simplement  égal  à  l'unité. 

Supposons  d'abord  qu'il  existe  deux  ou  plusieurs  nombres  impairs 

OEnv,esdeC.  —  S.\\,X.y\.  44 
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compris  entre  ces  mêmes  limites.  Alors,  en  adoptant  les  mêmes  nota- 
tions que  dans  les  théorèmes  précédents,  on  trouvera 


Cela  posé,  la  première  des  équations  (9)  (théorème  précédent)  don- 
nera évidemment 


on,  ce  qui  revient  au  même, 

(  2  )  Ba-+2  <  C/,  —  m  +  4  :;  C/,  +  I 

{m  devant  être  >  2).  D'ailleurs  nous  avons  fait  voir  (théorème  précé- 
dent) que  tout  nombre  entier  compris  entre  les  limites 

R/o    C/.- 

est  décomposable  en  m  H-  2  nombres  polygones  de  l'ordre  7?i  -t-  9..  La 
même  proposition,  étant  applicable  aux  nombres  entiers  compris  entre 
les  limites 

B/.  +  2J         G/,H-2> 

le  sera  encore  a  fortiori,  qu  vertu  de  la  condition  (2),  aux  nombres 
entiers  compris  entre  les  limites 

C/,-  H-  I ,    C./.-1-2  ; 

et  comme  G/;  peut  être  aussi  décomposé  de  la  même  manière,  il  en 
résulte  que  le  théorème  IX  est  déjà  démontré  pour  le  cas  où  plusieurs 
nombres  impairs  se  trouvent  compris  entre  les  limites 

v/37r^  2  —  I ,  \ji{  Â-  +  ■?.  ) . 

Supposons  en  second  lieu  qu'un  seul  nombre  impair  se  trouve  com- 
pris entre  les  limites  dont  il  est  ici  question.  Il  n'y  en  aura  qu'un  seul, 
à  plus  forte  raison,  entre  les  deux  suivantes 

v/3(Â-  +  i)-2-i,     v/4(/.--t-i); 
et,  par  suite  du  théorème  VU,  on  pourra  toujours  résoudre  simultané- 
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inent  en  nombres  entiers,  ou  les  équations 

(     A-  +  I  =  f2  _|_   „2  _|_   j,2  _[_  ^y■l 

(3) 

(  5^  +  I  =  /  H-  «  H-  ('  +  iv, 


ou  bien  les  deux  suivantes  : 

(4) 


j   k -i- i  —  f  ^  n^- -h  V 


Dans  la  même  hypotbèse,  on  aura  nécessairement 

et,  par  suite, 

(5)  Bj^+i  =  /)i(-~^^-'-\  -hs,+  ni  =  Cj,-i-2. 

D'ailleurs,  comme  le  nombre  C/,  et  tous  les  entiers  compris  entre  les 
limites 

sont  décomposables  en  m  -+-  2  nombres  polygones  de  l'ordre  m  -\-  -i,  il 
résulte  déjà  de  l'équation  (5)  que,  parmi  tous  les  termes  de  la  suite 

^k,       C^.  H-  I  ,        C^  +  2,        .  .  .  ,       Ca-+2  —  '  ,        C/,-t-2> 

G/f-h  I  est  le  seul  pour  lequel  on  pourrait  révoquer  en  doute  la  possi- 
bilité d'une  semblable  décomposition.  Mais  ce  nombre,  étant  égal  à 

fti     )  -+-  s,-\-  m  —  i, 


peut  être,  en  vertu  des  équations  (3)  ou  (4),  présenté  sous  l'une  ou 
l'autre  des  deux  formes  suivantes 


-h  t  -h  u  -\-  V  -h  iv  -\-  m  —  -2 , 


^2+  u^-^  r2+(^2_ 

t- 

-  u  —  V  — 

•  w 

2 

t^-h  «2+  Ç^-h  (V^  — 

t- 

-  u  —  ('  — 

iV 

et  comme,  sous  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formes,  il  est  évidem- 
ment la  somme  de  m  -+-  2  nombres  polygones,  dont  m  —  2  sont  égaux 
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à  zéro  ou  à  runité,  on  voit  que  tous  les  nombres  entiers  compris  entre 

Cx-     et     Ck+2 

satisfont  encore,  dans  la  seconde  hypotlièse,  à  la  condition  énoncée. 

Corollaire  /.  —  Il  suit  de  tout  ce  qui  précède,  non  seulement  que 
les  nombres  entiers  compris  entre  Q  et  C/t+2  sont  décomposables  en 
/n  -f-  2  nombres  polygones  de  l'ordre  r/i  -+-  2,  mais  encore  que  la  dé- 
composition peut  toujours  être  effectuée  de  manière  que  /n  —  i>  nom- 
bres polygones  soient  respectivement  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité. 

Corollaire  II.  —  La  même  proposition  est  évidemment  applicable 
aux  nombres  entiers  compris  entre  les  limites  C/i_^2,  Q+',,  à  ceux  qui 
sont  compris  entre  les  limites  ^4.4,  C^+c  •  •  •  <'t»  P^ï*  suite,  à  tous  ceux 
qui  sont  renfermés  entre  les  limites 

L/.-    et    Cah-2/> 

k  et  /étant  deux  nombres  entiers  pris  à  volonté. 

Tfikorèmk  X.  —  Tout  nombre  entier  est  décomposahle  en  cinq  penta- 
gones,  six  hexagones,  sept  heptagones,  . . .,  et  en  général  en  m  +  2  nom- 
bres polygones  de  V ordre  m  -+-  1  [m  étant  ^2). 

Démonstrrition.  —  En  effet,  adoptons  pour  un  moment  les  notations 
ci-dessus  employées  (tliéorèmes  Vlll  et  L\).  Il  est  démontré  par  le 
tbéorème  YIII  que  tout  nombre  entier  compris  entre  les  limites  B^,  C^ 
peut  subir  la  décomposition  dont  il  s'agit,  et  par  le  tbéorème  IX 
(corollaire  II)  que  la  même  propriété  appartient  à  tous  les  nombres 
entiers  compris  entre  les  limites  C^  et  CA^-2/,  k  et  /étant  pris  à  volonté. 
D'ailleurs,  si  l'on  suppose  A- =  r,  /=  00,  on  trouvera 

Ainsi,  en  vertu  des  tliéorèmes  VIII  et  IX,  la  décomposition  énoncée 

-  ,/••  ■  ... 

sera  possible  pour  tous  les  nombres  entiers  compris  entre  les  limites 

I  et  00;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I.   —   Les  démonstrations   que  nous  avons  données  des 
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thcorèmos  VIII,  IX  et  X  prouvent  évidemment  que  la  décomposition 
d'un  nombre  entier  en  m -^  i  nombres  polygones  peut  toujours  être 
effectuée  de  manière  que  m  -h  2  de  ces  nombres  soient  égaux  à  zéro 
ou  à  l'unité.  Par  suite,  tout  nombre  entier  est  égal  à  la  somme  de 
quatre  pentagones,  ou  à  une  semblable  somme  augmentée  d'une  unité; 
à  la  somme  de  quatre  hexagones,  ou  à  une  semblable  somme  augmen- 
tée d'une  ou  de  deux  unités;  à  la  somme  de  quatre  heptagones,  ou  ;i 
une  semblable  somme  augmentée  d'une,  de  deux  ou  de  trois  unilés, 
et  ainsi  de  suite. 

Corollaire  H.  —  Si  l'on  veut,  à  l'aide  des  méthodes  ci-dessus  expo- 
sées, décomposer  un  nombre  entier  N  en  m  -t-  2  nombres  polygones  de 
l'ordre  m+  2,  il  faudra  commencer  par  chercher  une  valeur  de  /•,  telle 
que  le  nombre  donné  N  soit  compris  entre  les  limites 

Pour  obtenir  une  valeur  approchée  de  k,  on  fera 

N  =  C/,; 
et,  comme  on  a  généralement 

A—,?, 


Cz 


2, 


s^  étant  le  seul  nombre  impair  compris  entre  les  limites 

\JZk  —  1  —  I ,    y/3 /c  —  'i  H-  I , 
on  pourra  remplacer,  sans  avoir  à  craindre  une  erreur  considérable, 

s^     par     y/SÂ— !i 


et 


Ca-     par     1)1 


V/3A- 


+  V3A- 


2  -f  m  —  3  ; 


par  conséquent  la  valeur  approchée  de  k  se  trouvera  déterminée  par 
l'équation 


(I) 


k  -f-  ni  —  1 


v/3/r 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante  : 


(2) 


Â  —  (N-/«  +  2) 


(m  — 2)2 

(3A~2). 


Cette  dernière  équation  étant  du  second  degré,  on  en  tirera  deux  va- 
leurs de  k,  dont  la  plus  grande  sera  celle  qui  doit  vérifier  l'équation  (i). 
La  valeur  approchée  de  k  étant  ainsi  connue,  on  en  déduira  sans  peine, 
après  quelques  essais,  la  valeur  véritable  avec  les  valeurs  correspon- 
dantes des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 

L^,         L^4-2,         Dk+I' 

Cela  posé,  il  suit  des  théorèmes  VIII  et  IX  que  la  valeur  de  N  se  trou- 
vera nécessairement  comprise  parmi  les  nombres 

(3)  Ra-H2,         RA-f-2+Ij  ■••■>        C^.4.2 I,         Ca  +  2> 

excepté  un  seul  cas,  dans  lequel  elle  sera  égale  à 

(4)  C;,+  I. 

Déplus,  si  la  valeur  de  N  est  comprise  parmi  les  nombres  de  la  série  (3), 
on  pourra  faire 

x^  HT /'''"  +  2—5' \  , 

(  3  )  N  =  M  ( ]+.?'+  /', 

.y'  étant  un  nombre  impair  compris  entre  les  limites  sfiÇk+i)  —  2  —  1, 
\ll\{k+  1),  et  r  étant  ^m—  2.  Dans  la  même  hypothèse,  on  pourra 
résoudre  simultanément  en  nombres  entiers  les  équations 


(6) 


k  -\-  1  :=■  t- +  u^  -h  r-  +  (v% 
s'  =:  t  -h  u  -+-  i>  +  w. 


En  joignant  celles-ci  à  l'équation  (4),  on  verra  que  le  nombre  N  est 
égal  à  la  somme  des  quatre  nombres  polygones 


-,-')+'■  '"(-"'. 


H-  a,     m 


-h  r,     m 


augmentée  de  r  unités. 
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On  peut  déterminer  facilement  les  valeurs  de  s'  et  de  rpar  le  moyen 
de  l'équation  (5)  mise  sous  la  forme  suivante  : 

(7)  N  -  Ba-+2  =  ('«  --  2) ---  -  +  /•. 


En  eiïet,  dans  cette  dernière  équation. 


est  évidemment  le  quotient  de  la  division  de  N  —  B^^o  V^"^  ''^  —  2,  et  r 
le  reste  de  cette  division.  On  doit  seulement  observer  que,  a, pouvant 
être  égal  à  m  —  2,  il  est  permis,  lorsque  la  division  donne  zéro  pour 
reste,  de  remplacer  ce  reste  par  m  —  2,  pourvu  qu'on  diminue  en 
même  temps  le  quotient  d'une  unité.  Il  devient  même  indispensable 
d'en  agir  ainsi  lorsque  N  est  égal  à  Q^o. 
Dans  le  cas  d'exception,  on  a 

/  yf- ç 

(8)  N=:Ca.+  I  =  /« 


2 


s^  étant  le  seul  nombre  impair  qui  soit  compris  entre  les  limites 
^3y(;_  o  _  I,  y'4J.  Dans  le  même  cas,  on  peut  résoudre  en  nombres 
entiers  l'un  des  systèmes  d'équations  (3)  ou  (4)  (tbéorème  IX).  En 
joignant  un  de  ces  systèmes  à  l'équation  (8),  on  en  conclut  immédia- 
tement la  décomposition  du  nombre  N  en  m -h  2  nombres  polygones, 
dont  m  —  1  sont  égaux  à  l'unité  ou  à  zéro. 

Exemple.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  de  décomposer  1 14  en  six  liexa- 

ffones.  On  aura 

m  =  /,,       N  =  ii4; 

et  par  suite  l'équation  (2)  deviendra 

La  plus  grande  racine  de  cette  même  équation  est,  en  nombres  ronds, 

A- =  63. 
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Pour  connaître  le  degré  d'exactitude  de  cette  valeur  de  /•,  j'observe 
qu'on  a,  pour  m  =  4, 

(lo) 

(    C;;.+  2~  2(A--+-3)  —  5;; 

et  comme,  dans  le  cas  où  Ton  suppose  k  =  63,  on  trouve 

les  valeurs  de  C^,  C^^o  se  réduisent,  dans  cette  hypothèse,  à 

C^.  =  1 28  —  1 3  =  1 1 5,         C/,+2  =  1 32  —  1 3  =  1 1 g. 

Le  nombre  donné  1 14  n'étant  pas  compris  entre  les  limites  1 15  et  1  19, 
la  valeur  présumée  de  ^  est  nécessairement  trop  forte  et  doit  être 
diminuée  au  moins  de  deux  unités. 
D'ailleurs,  lorsqu'on  suppose 

/  =61, 
on  trouve 

5;  =  5^—1 3,         Cx  =  iii,         Ca+2=ii5; 

et,  comme  i  i4  est  compris  entre  les  deux  derniers  nombres,  la  va- 
leur Gi  de  X;  est  exacte.  Cela  posé,  on  trouvera  que  s[,,  ou  le  plus  grand 
nombre  impair  compris  dans  y/ïp  ^^),  est  égal  à  i^;  d'où  l'on  con- 
clura 

Bk+i—-2{k  +  2)  —  i5=riii,         N  — Ra-+2  =  3. 

,-' 
L'équation  (7)  se  réduira  donc  à 

(II)  3  z:=  2  ^'^  "-^  4-  ,-, 


et  l'on  aura,  par  suite. 


s,  —  5' 

2 


ou 
et 


s'  =  S'.-^  —  2  tzr  I  3, 


/•  ==;  f . 
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Cela  posé,  les  équations  (.1>)  et  ((>)  deviendront  respectivement 


(■■0 


N  =  1 1 4  =  2  X  63  —  1 3  H-  I , 

()3  ^  t- -+-  H'  +  r-  -\~  H'-, 
(  i3  —  ^  -+-  «    H-  r    +  tr. 


Pour  résoudre  les  deux  dernières,  je  fais 

4  X  ()3  —  (  1 3  )^  =  83  =  .r-  +  V-  -h  z-, 

et  je  trouve 

.7=9,       ,r  =  i,        -  =  '; 

d'où  je  conclus,  à  l'aide  des  formules 


I  3  4-  .r  +  >■  +  ;;  r  + 

l  Z=Z  ; — : ,  Il  ^=  t  —  ^ 


v  —  t 


JL'  -^  z 


ivrzzt 


les  valeurs  suivantes  de  t,  u,  r,  w, 

Kn  adoptant  ces  mêmes  valeurs,  on  trouve  pour  celle  de  N 

N  -—- 1 1.\  =.  {9.t- —  t)  -+-  (?,«-—  //)  -t-  ('.ir-—  r)  -f-  (9,(r-—  ir)  +  1  +  0 
=  66  +  .45  +  I  4-  I  +  I  +  o. 

Nous  avons  donc  effectivement  décomposé  1 1\  en  six  hexagones,  dont 
trois  sont  égaux  à  l'unité,  et  un  à  zéro. 


Œiwres  de  C.  —  S.  H,  t.  VI. 


A^ 
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QUELQUES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 


§  I.  —   Considérations  générales. 

J'ai  fait  voir,  dans  le  XVIF  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  royale  Poly- 
technique, qu'étant  donnée  une  équation  algébrique  d'un  degré  quel- 
conque, on  peut  toujours  composer,  avec  les  coefficients  de  cette 
équation,  des  fonctions  dont  les  signes  déterminent,  dans  chaque  cas 
particulier,  non  seulement  le  nombre  des  racines  imaginaires,  mais 
encore  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  le  nombre  des  racines 
réelles  négatives.  Il  est  donc  possible  de  fixer  a  priori  la  nature  des 
diverses  racines  d'une  équation  algébrique.  La  difficulté  de  résoudre 
la  même  question  pour  les  équations  transcendantes  a  été  signalée 
par  M.  Poisson,  dans  le  dernier  des  Mémoires  qu'il  a  publiés  sur  la 
théorie  de  la  chaleur.  Toutefois,  dans  la  plupart  des  problèmes  de 
Physique  mathématique,  on  rencontre  des  équations  qui  renferment 
des  lignes  trigonométriques  ou  des  exponentielles,  et  dont  la  solution 
est  nécessaire  pour  la  détermination  précise  des  lois  des  phénomènes. 
A  la  vérité,  la  comparaison  des  résultats  que  fournissent  les  diverses 
méthodes  employées  par  les  géomètres  faisait  soupçonner  que  plu- 
sieurs de  ces  équations  n'admettent  pas  de  racines  imaginaires.  jMais 
on  n'avait  aucun  moyen  direct  de  s'en  assurer  et  de  reconnaître  si  les 
racines  d'une  équation  transcendante  sont  toutes  réelles.  On  doit 
néanmoins  excepter  les  deux  équations  fort  simples 

(i)  sin-3  =:  o, 

(2)  cos-s  =  o, 
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déjà  traitées  par  Euler.  Lorsque,  dans  la  première  de  ces  équations, 
on  suppose  z^^oc  -^  y\J  —  i,  x  et  r  désignant  deux  variables  réelles,  on 
en  tire 

ey -[- e^y  e>' — e~y    , — - 

(3)  sin.r --(-cos.r- — ^ — \—i^=zo, 

'l  2 

et,  par  suite, 

(4)  (<?>-^  e-J")  sin.r  —  o,         (e^'— e --■>')  cos.r  ^  o. 

Or,  tant  (jue  l'on  attribue  à  o:^  et  à  y  des  valeurs  réelles,  on  ne  peut 
évidemment  satisfaire  à  la  premii'i'e  des  formules  [\),  à  moins  de  sup- 
poser 

(5)  sin^-zzo,         cos^=r±i; 
et  l'on  tire  alors  de  la  seconde 

ey  —  e^y  z:=:  o,         e-y  z=z  I , 

(6)  r=:ll(0=o; 

d'où  l'on  conclut  que  le  coefficient  y  de  y  —  i  s'évanouit  dans  toutes 
les  racines  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  cette 
équation  n'a  pas  de  racines  imaginaires.  On  doit  en  dire  autant  de 
l'équation  (2),  que  l'on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (i)  en 

remplaçant  z  par  -  —  z.  Il  était  à  désirer  qu'on  pût  acquérir  la  même 

certitude  pour  d'autres  équations  plus  compliquées.  Ayant  entrepris 
des  recbercbes  à  ce  sujet,  je  suis  parvenu  à  trouver  des  règles  à  l'aide 
desquelles  on  peut  fixer  la  nature  des  racines  dans  un  grand  nombre 
d'équations  transcendantes,  et  spécialement  dans  celles  que  pré- 
sentent les  théories  de  la  chaleur,  de  la  lame  élastique,  des  plaques 
vibrantes,  etc.  Avant  d'exposer  ces  règles,  je  m'occuperai  d'abord  de 
quelques  équations  particulières  qui  se  rapportent  à  diverses  ques.- 
tions  de  Physique  mathématique. 
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§  II.  —  Su/-  les  racines  des  équations  tang:^  =  j  et  VAnç:,  z  ^=  a z . 

Considérons  d'abord  l'équation  transcendante 

(i)  lang;;  =  c. 

On  reconnaîtra  sans  peine,  avec  Enler  [voirXa  second  Volume  (!<>  1'///- 
trodiœtion  à  r analyse  des  infiniment pelils)  :  i"  que  cette  équation  admet, 
non  seulement  trois  racines  nulles,  mais  encore  une  infinité  de  racines 
réelles,  les  unes  positives,  les  autres  négatives;  2*^  que  les  racines  posi- 

lives  sont  renfermées,  la  première  entrer  les  limites  -,  r-h--,  la 

seconde  entre  les  limites  2-,  27:  +  --,  la  troisièm<'  entre  les  limites 

i?:,  '^û  -h  --,  etc.;  et  que  la  /i"'"'' racine  positive,  comprise  entre  les 

limites  nr.,  nr.  -h  -û,  peut  être  déterminée  par  le  moyen  de  la  formule 
générale 


(->//  -4-1)- 


(■'-) 


{■i/i-^-})- 


\       2 


— -T 

■>.  n  4-  1  )7:J 


I 


10 


{•in-\-i)r. 


T-^l'r- 

J  IO.>   li'2/l 


0- 


Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  a,  fl,  y,  . . .  les  racines  positives  de  l'équa- 
tion (i),  rangées  par  ordre  de  grandeui',  on  trouvera  successivement 

^  =  4,4934118.  ..,     ^  =  -,-202r)Uj...,  •/  =  10,904l2l5.  .  .,      

Quant  aux  racines  négatives,  elles  seront  évidemment  représentées  par 

oc,  p,  y,      .... 

J'ajoute  maintenant  que  l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racines  imagi- 
naires; et,  en  effet,  si  l'on  y  suppose 


z=z  jc  +  y  y  —  I 
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ûc  et  y  désignant  deux  quantités  réelles,  elle  donnera 

(^)  j  __  sina.r  -f-  sin('2rv  —  i)  sin^r -h  {(e^x — e—^->')  \/ 


-   ■    . ,^ ' 

C( 


:os  2  ,r  +  cos  (  2/  \/^^)  ~       cos  2  J7  + 1  (e^r  4-  g-^r) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 
,,,  2sin2.r  e'2y—e--y 


e-->' 4-  2  ces 2  X-  +  e~->'  -^        e-J'  +  2  eus  2 .r  -(-  e--.>" 

Ou  aui'a  par  suite,  pour  les  valeurs  de  .r  et  de  y  différentes  de  zéro, 
,~.  e-y — e~-y        siii2.r 


4/ 


20? 


Or,  cette  dernière  équation  ne  saurait  être  admise;  car,  lant  que  y  dif- 
fère de  zéro,  l'expression 


e'-y—e-'-y  (2r)^  (2)")'' 


.\v  1.2.3        1 . 2 .  "3 . 4 . 5       ■  '  ■  * 

évidemment  supérieure  à  l'unité,  surpasse,  à  plus  forte  raison,  le  rap- 
port 

2.r 

Par  conséquent,  dans  toutes  les  valeurs  de  z  propres  à  vérifier  Técjua- 
fiou  (1),  la  parlie  réelle  œ,  ou  le  coefficient  j  de  y/^  doit  s'évanouir. 
D'ailleurs,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  variable  x  ne  peut  s'éva- 
nouir sans  la  variable  r;  car,  si,  dans  l'équation  (3),  on  pose  .r  =  o, 
elle  se  transformera  dans  la  suivante 

(0)  v=- 


e-y 
de  laquelle  on  lire 


ey  -+-  e~y 

y 


ou,  ce  qui  revieni  au  même, 

/        I      y-  I  )•'• 


(7)  J 


3        5   1.2.3        7   1 . 2 . 3 .  '1 . 5    ' 
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(»f  l'on  ne  peut  évidemment  satisfaire  à  l'équation  (7),  la  variable  y 
étant  réelle,  sans  supposer  y  =  o.  Donc  le  coefficient  de  y—  1  s'éva- 
nouit dans  toutes  les  racines  de  l'équation  (1),  et  toutes  ces  racines 
sont  réelles;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
Considérons  en  second  lieu  l'équation 

(8)  lang:;  =  az, 

a  désignant  une  constante  réelle.  On  reconnaîtra  facilement  que  cette 
é(juation  admet  une  racine  nulle  et  une  infinité  de  racines  réelles, 
deux  à  deux  égales,  mais  de  signes  contraires.  De  plus,  si  l'on  rem-^ 
place  z  par  œ  -+-  y  \/  —  i ,  on  obtiendra,  au  lieu  des  équations  (4),  les 
deux  suivantes 

,    ^  2sin2.r  p-y — f^-y 

(9)  ax=    ,     ,    ,,^._.   ,    ^■.,y>  «>•  = 


e^>'4- 2  cos2.r -f- e  "2->'  '         e'^->'-i- 2cos2^  h- t---^ 

desquelles  on  déduira  toujours  la  formule  (5),  en  supposant  les  valeurs 
des  variables  a:-  et  j  différentes  de  zéro;  tandis  que  l'on  trouvera,  pour 
une  valeur  nulle  de  .r, 

er  __  e-y 


(ro)  a 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

y-  y'* 


e-y 


1.2.3        1 . 2 . 3 . 4 . j 
(il)  r  1 ; a      =0. 

1.2  1.2.3.4 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  équation,  divisée  par  y,  n'ad- 
met pas  de  racines  réelles,  lorsque  a  est  négatif,  ou  bien  positif,  mais 
supérieur  à  l'unité,  et  qu'elle  admet  deux  racines  réelles,  l'une  posi- 
tive, l'autre  négative,  mais  égales  au  signe  près,  lorsque  a  est  positif, 
mais  inférieur  à  l'unité.  Cela  posé,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait 
ci-dessus  à  l'égard  de  l'équation  (1),  on  conclura  définitivement  que 
l'équation  (8)  n'a  point  de  racines  imaginaires,  si  ce  n'est  lorsqu'on 
suppose 

(12)  a  >-  o    et     •<  I, 
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auquel  cas  elle  admet  deux  racines  de  celte  espèce  et  de  la  forme 

(•3)  z  =  t:^~;,     .^  =  -çv/^7, 

'C  désignant  une  quantité  positive  déterminée  par  la  formule 


I  + 


1.2  1 . i . 3 . 4 

Les  équations  (i)  et  (8),  que  l'on  peut  encore  écrire  comnie  il  suit 

(i5)  sin^  =:  :3  cos::, 

(j6)  siii:;  =  «^  cos::, 

se  retrouvent  dans  plusieurs  questions  relatives  à  la  théorie  de  la  cha- 
leur et  à  la  théorie  des  ondes. 

§  IIL  —  Sur  les  racines  de  l'équation  tang:;  :=  «^  + />. 
Considérons  maintenant  l'équation 

(i)  VAU'^z=:az  +  b, 

a  et  h  désignant  deux  constantes  réelles  dont  la  seconde  ne  soît  pas 
nulle.  On  reconnaîtra  sans  peine  (jue  cette  équation  admet  une  intinilé 
déracines  réelles,  les  unes  positives,  les  autres  négatives.  Déplus,  si 
l'on  y  remplace  z  par  .r-i-jv'—  r,  r  et.y  étant  des  variahles  réelles, 
on  en  tirera 

,    ,  ,  "i^mix  e'^y — e-y 

il)       a.r  -h  o=  —- 1  ay  =z  — 

6'-->  H- 2COS2^ -h  e"--)  "-         e'-y -h  2C0S9.,r -\- e-y 

Or  le  trinôme 

e-y -h  2C0S2.V -+■  e'-y 

étant  essentiellement  positif,  et  les  deux  quantités 

y,     e'-y—e~'-y 
étant  toujours  de  même  signe,  il  est  clair  que,  si  la  quantité  a  devient 
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négative,  on  ne  pourra  satisfaire  à  la  seconde  des  formules  (2)  à  moins 
i\c  supposer  j=o.  Cette  remarque  s'étend  au  cas  même  où  la  con- 
stante a  s'évanouirait;  car,  dans  ce  cas  particulier,  la  seconde  des  for- 
mules (2)  donnerait 

e-y  —  e~-y  =:  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I  l  .2.0  l  .2.6.'\.,)  J 

et,  par  conséquent, 

y  r=  o. 

Donc,  si  Ton  a 

(  3  )  «  ,^  o, 

l'équation  (i)  n'admettra  pas  de  racines  imaginaires. 

Concevons  à  présent  que  la  constante  a  devienne  positive.  Si  l'on 
attribue  à  la  variable  y  une  valeur  différente  de  zéro,  on  tirera  des 
équations  (2) 

^  2 s i n "î .r e-y—  e~'-y 

^  '  ax  -\-  b  ~^        ay 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

/  b   \  e-y —  e~-y        sina.r 

(5)  .+ 


r 

Or,  comme  la  valeur  numérique  du  rapport 

e-y—e^-y 

surpassera  celle  de  la  fraction  ^^^|^'  l'équation  (j)  ne  pourra  évidem- 
ment subsister  qu'autant  que  l'on  aura 
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et,  par  conséquent, 


(7)  IH 7— <o. 


D'ailleurs,  cette  dernière  condition  se  réduit,  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  la  constante  b,  à 

la 
et,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  constante  h,  à 

(9)  x>-~. 

la 

Donc,  si  l'on  a 

toutes  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (i)  offriront  une  partie 
réelle  supérieure  à  la  quantité  -  -^  supposée  positive,  ou  inférieure 
à  la  quantité  —  ^^  supposée  négative.  Au  reste,  on  ne  saurait  douter 

que  l'on  ne  puisse  satisfaire  par  des  valeurs  imaginaires  de  z  à  des 
équations  de  la  forme 

(0  \'AW^z  =  az  +  h, 

mais  dans  lesquelles  a  serait  positif  et  b  différent  de  zéro.  En  effet, 
concevons  que,  a  et  (3  désignant  deux  quantités  réelles  dont  la  seconde 
ne  soit  pas  nulle,  on  suppose 


i" 


^P-e-*P 


,     ,  ,  e-P+ 2C0S2a  +  e--P         413 

(II)  < 

\   ^_  4^ ^/sin2a       e2p__g_2| 

l  e-t^H- 2C0S2a  H- e-^P  \    2a  ~4"p 

Alors,  pour  vérifier  l'équation  (i),  il  suffira  de  prendre 

OF.wres  de  C.  -  S.  U,  t.  VI.  46 
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§  IV.  —  Sur  les  racines  de  l'en  nation  lanjîs^  — ^  - 
Considérons  à  présent  l'équation  transcendante 


(0  VAWSrZ 


»  "  —  TT 


a  ai  b  désignant  deux  constantes  réelles.  On  reconnaîtra  sans  peine 
qu'elle  admet,  comme  l'équation  (8)  du  §  I^%  une  racine  nulle  et  une 
infinité  de  racines  réelles,  deux  à  deux  égales,  mais  de  signes  con- 
traires. De  plus,  si  l'on  pose,  dans  l'équation  (i), 

y  étant  une  variable  réelle,  et  si  l'on  divise  ensuite  les  deux  membres 
par  j,  on  trouvera 

a  ey—  e-y 


(2) 


b~y-     y{G^  +  e~y) 


Or  il  est  aisé  de  s'assurer  que  cette  dernière  équation,  dont  le  second 
membre 


1  + 


ey  —  e^y  1.2.3      1.2.3.4.5 


y{ey+  e-y)  y-  y^ 

'  H r ^ — y   -f-  .  .  . 

reste  inférieur  à  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  j,  n'admettra 
point  de  racines  réelles  si,  la  constante  a  étant  positive,  le  rapport  - 
est  négatif,  ou  bien  positif,  mais  inférieur  à  l'unité.  Donc,  si  l'on  a 
simultanément 

^3  )  a>o,  -  <  I , 

a 

l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires,  dans  lesquelles  la 
partie  réelle  s'évanouisse. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  les  conditions  ici  indi(juées,  à  l'aide 
des  signes  >^  et  <C  placés  entre  deux  quantités,  doivent  être  étendues 
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au  cas  même  où  ces  quantités  deviennent  égales  entre  elles.  C'est  une 
convention  qu'il  est  utile  d'adopter  pour  simplifier  les  notations,  et 
que  nous  admettrons  en  général  dans  la  suite  de  cet  article. 

Si  les  conditions  (3)  n'étaient  pas  remplies,  l'équation  (2)  pourrait 
admettre  quelques  racines  réelles,  qui,  prises  deux  à  deux,  seraient 
égales,  mais  de  signes  contraires,  et  par  conséquent  l'équation  (i) 
pourrait  admettre  des  racines  imaginaires  qui  seraient,  deux  à  deux, 
de  la  forme 

(4)  z  =  K\^'^i,       z^--Ks,^'^i. 

Pour  savoir  si  l'équation  (i)  admet  des  racines  imaginaires,  dans 
lesquelles  la  partie  réelle  ne  soit  pas  nulle,  on  fera 

,r,y  désignant  deux  variables  réelles,  et  l'on  tirera  de  cette  équation 

,  , ^.         a(a^4-7v/-"i)    _  a(.r4-r\/-i)[(.y-.vV^-i)'4-^J 

(5)  tang(.-^^V-0  =  ^^^^;^-^._^--^^l-^.^,^.^4^.,. ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

puis  l'on  en  conclura,  en  supposant  que  les  quantités  ac  et  y  diffèrent 

de  zéro, 

/  2sin2.r  _^        a.r{b  +  j-^-\-Y^) 

l  e^y-^  2C0S2J7  +  e--y  ^  ( x-- — j^ -+-  oy-^li  j^\r^' ' 

(6) 

e^y  —  e-^y  ay  {b  —  x-—y-) 


e^y-[-  2  C0S2.C  -1-  e-^y        {x-  —  y'^+  by-^  [\x-y^ 

et,  par  suite, 

sin2j7  I  g-->  —  e  -y    I 

(7)  2 ^      />  +  .r-~+ 7^  ~'         ^y         b--x-~y- 

Or  cette  dernière  é([uation  ne  saurait  être  admise  si  h  est  positif  ou 
nul,  c'est-à-dire,  si  l'on  a 

(8)  .  b>o. 
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En  effet,  y  n'étant  pas  nulle,  la  valeur  numérique  de  la  fraction 


e'-y—e-^-y 


L\V 


surpassera  celle  de ;  et,  si  la  condition  (8)  est  remplie,  la  valeur 

numérique  du  rapport 


h-  j;'  —  y- 
sera  encore  égale  ou  supérieure  à  celle  du  l'apport 


Donc,  lorsque  h  est  positif  ou  nul,  l'équation  (i)  n'admet  pas  de  ra- 
cines imaginaires  dans  lesquelles  la  partie  réelle  diffère  de  zéro.  Si  les 
conditions  (3)  et  (8)  étaient  simultanément  vérifiées,  c'est-à-dire  si 
Ton  avait  à  la  fois 

(9  )  a'>  h         et         b  >  o, 

l'équation  (i)  ne  pourrait  admettre  que  des  racines  réelles. 

On  peut  encore  déduire  de  l'équation  (5)  une  autre  conséquence 
digne  de  remarque.  En  effet,  comme  on  a  généralement 

(lo)  lang—  = 


et,  par  suite. 


(il)  (?--V-lr=- ^  ^ 

I  —  V—  I  tangv 
on  tirera  évidemment  de  l'équation  (.)) 

(i2)  e'-i 


_.,.+2u:v/=T  —  (.r+.yy/— i)'+^>4-(^-+.Kv/— i)rts/— 1 


(  X  +  r  y/—  i)'^  H-  ^  —  (  .r  4-  y  V'^—"'  )  ^  V  '—  • 

Si  maintenant  on  égale  entre  eux  les  carrés  des  modules  des  expres- 
sions imaginaires  que  renferment  les  deux  membres  de  la  f'oiiiiule  (12), 


(i3) 
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on  trouvera 

-vy—  [(•3^+.Kv/—  I )^ H-^+U+.rs/—  pay/—  t]  [(•^— J\/-- "t )"'  +/>— (./•— .ry/—  i) «y/—  i  j 

[(.r+ vy/^)^ -^ /v—  (.r+/y/^ ) «y^— ']  [('^— .>'y/— "•  )^  +^>-i-C^+ V y/^^i ) ^\'—  '  J 
_  (  x-  —  j2  -\-  b  —  a  Y  y  -f-  .^'^  (  '^.y  -+-«)- 
~  l •'•'  —  Y-  +  ^^  +  «/)'  +  -i-M'^7  — «)' 
_  (  x''  —  r-  +  Z/  )^  +  4  ■^^^V-  +  a^-  (  -^-^  +  y'  )  +  2  gj  (  .r^  +  .K^  —  ^  ) 

Or,  l'exponentielle  qui  forme  le  premier  membre  de  ré([uation  (i3) 
étant  nécessairement  une  quantité  positive  qui  reste  inférieure  à  l'u- 
nité pour  des  valeurs  positives  de  la  variable  y  et  devient  supérieure 
à  l'unité  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  variable,  on  conclura 
de  l'équation  (i3)  que  la  différence  entre  le  polynôme 

=  (  ^■f'^ — y-  -^f'Y  +  i  •'P^r-  4-  «-  (  ■^- + /  ^  )  +  "^  «j  (  ■^- + ,>''  —  ^^  ) 
et  le  polynôme 


c'est-à-dire  le  produit 


\aY{x''-^f--b), 


doit  être  une  quantité  de  même  signe  que  —y.  On  doit  donc  avoir, 
pour  toutes  les  valeurs  de  y  différentes  de  zéro, 

(i4)  a{x'--\-y'-~b)<o. 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose 

(i5)  /><o, 

la  condition  (i4)  ne  pourra  être  vérifiée  à  moins  (jue  l'on  n'ait  (;n 

même  temps 

rt  <  o. 

Donc,  si  l'on  avait  à  la  fois 

(i6)  rt>o         et         ^<o, 

l'équation  (i)  ne  pourrait  admettre  que  des  racines  réelles. 
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Il  est  bon  d'observer  que  les  formules  (9)  et  (16)  sont  comprises 
dans  les  suivantes  : 

(^)  rt  >  o         et         -  <  I. 

Donc,  toutes  les  fois  que  ces  dernières  conditions  seront  vérifiées,  l'é- 
quation (1)  n'admettra  pas  de  racines  imaginaires. 

Nous  remarquerons,  en  terminant  ce  paragrapbe,  (jue  l'équation  (1) 
peut  s'écrire  comme  il  suit 

(•7)  {z-+ h)sinz  —  azcoszT=z  o. 

En  la  présentant  sous  cette  forme  et  supposant  les  conditions  (16) 
remplies,  on  reconnaîtra  qu'elle  coïncide  avec  l'équation  qui  sert  à 
déterminer  le  mouvement  fle  la  chaleur  dans  une  barre  cylindrique  ou 
prismatique  d'une  petite  épaisseur. 

§  V.  —  Sur  les  racines  de  l'équation  lang:;=  —_:::;=  tang(t':;  y/^^). 

v/-i 

(considérons  encore  l'équation 

(i)  lange  =: -=iang(c-v/^"i)> 

qu'on  peut  aussi  présenter  sous  la  forme  * 

(2)  lange  ^rt — ,-• 


On  reconnaîtra  facilement  qu'elle  a  une  infinité  de  racines  réelles  qui, 
prises  deux  à  deux,  sont  égales,  mais  de  signes  contraires,  et  dont 
l'une  se  trouve  renfermée  entre  les  limites 


a  - 

P 

)r. 

(,,  +  i 

'-'-  / 

/ 

V               2 

a  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  De  plus,  comme  il  suffit 
de  remplacer  z  par  ^  y  —  i  pour  que  l'écjuation  (2)  se  transforme  dans 
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la  suivante 

il  est  clair  que  l'équation  (2)  aura  encore  une  infinité  de  racines  ima- 
ginaires qui  seront  deux  à  deux  de  la  forme 

'C  désignant  une  quantité  réelle,  et  dans  l'une  desquelles  le  coeffi- 
cient de  v^—  I  se  trouvera  compris  entre  les  deux  limites 

J'ajoute  maintenant  que  l'équation  proposée  n'aura  pas  de  racines 
imaginaires  dans  lesquelles  la  partie  réelle  diffère  de  zéro  ;  et  en  effet, 
si  l'on  remplace  z  par  x  -{-y  \J  —  i ,  œ  ^i  y  étant  des  variables  réelles, 
cette  équation  donnera 

(4)  tang(.r +7V/— i)  =  --z,:z^idL\'\^[cjc\J— \  —  cy), 

\i~- 1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

sin2x  + H^^^— «^*^)  V'-^  _     \  ( e-^-^  —  g"^^^ )  +  y/^  sin 2 cy 
^ '^ ^  cos2.f  -i-\{e^'y-^e-~^y)       "  ^       r(eu.x_^  g  2c-x^  _^  C0S2 cy  ~ ' 

et,  par  suite, 

2  sin  2  J7  e^'-'-^  —  e~^'^-'^ 


e^y-Jr  2  C0S2X  -+-  e'-y  e-'^^  -{-  2  00520/  +  e" 

e^y—  e  -y  2  sin 2 cy 


e^y  H-  2  cos  2  ^  +  e~^y  e^"^*  +  2  cos  2  c  j  +  e  ^^^-^ 

Or  on  tire  de  ces  dernières,  lorsqu'on  suppose  les  valeurs  de  r  et  de  y 
différentes  de  zéro, 

sin2j;  sin2cy       e-y — e~'^y  é^^^ — q-^cx 
^  2j;         2CJ'  ^y  l\cx 

D'ailleurs,  l'équation  (7)  ne  saurait  être  admise,  puisque,  des  quatre 


\ 
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rapports 


siri2J"       sinacy 


,iy 


les  deux  premiers  sont  inférieurs,  et  les  seconds  supérieurs  ii  l'unité 
(abstraction  faite  des  signes).  Donc,  dans  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (2),  la  partie  réelle  x  ou  le  coefficient  j  de  \'--i  se  réduit  à 
zéro.  En  d'autres  termes,  cette  équation  a  seulement  des  racines 
réelles,  et  des  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  s'évanouit. 

Lorsqu'on  réduit  les  constantes  «et  c  à  d=  i,  les  équations  (-2)  et  (3) 
coïncident  toutes  deux  avec  l'une  des  suivantes  : 


(8)  langc 

(9)  lang:;  = 


c- 

—  e 

6'" 

+  e-~ 

e 

Z__   g-Z 

e- -h  e~~ 


Donc  chacune  de  ces  dernières  admet  une  infinité  de  racines  qui, 
prises  quatre  à  (juatre,  sont  de  la  forme 

("lo)  -  =  C,  :-=~Z,  ^=:Çv''— I,  zz=z—^s^/—l, 

C  désignant  une  quantité  positive,  et  n'a  point  de  racines  imaginaires 
dans  lesquelles  la  partie  réelle  diffère  de  zéro.  La  remarque  que  l'on 
vient  de  faire  est  très  utile  dans  la  théorie  des  vibrations  des  lames 
élastiques,  attendu  que  la  formule  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine 
ces  vibrations  a  pour  second  membre  une  fonction  des  racines  d<*s 
équations  (8)  et  (9). 

§  VL  —  S(/r  les  racines  de  Vé(iuatloii  lange:;  =/(c). 

Considérons  maintenant  l'équation 

(I)  lange:;  =/(;;), 

c  étant  une  constante  réelle  que  l'on  peut  toujours  réduire,  en  chan- 
geant s'il  est  nécessaire  les  signes  des  deux  membres,  à  une  quantité 
positive,  et/(s)  désignant  une  fonction  quelconque  de  la  variable  z. 
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Si  cette  fonction,  étant  réelle,  conserve  une  valeur  finie  toutes  les 
fois  qu'on  attribue  à  z  une  valeur  positive  ou  négative  et  supérieure 
(abstraction  faite  du  signe)  à  une  limite  donnée/,  l'équation  (j)  aura 
certainement  une  infinité  de  racines  réelles.  En  effet,  désignons  par  n 
un  nombre  entier  quelconque  supérieur  à  la  somme 

/       I 

-  H 

T.  '.l 

Comme  on  aura 


il  est  clair  (jue,  si  l'on  fait  varier  z  depuis 


jusqu  a 
ou  depuis 
jus(ju'à 


c 


^  =  -  I  /<  +  - 


-\n-\-  - 

C\  2 


[n 

c  \  2 


dans  l'équation  (i)  présentée  sous  la  forme 
(2)  langea— /(-)  =  o, 

le  premier  membre  passera,  en  même  temps  que  le  terme  tangc;,  de 
l'infini  négatif  à  l'infini  positif,  ou  réciproquement.  Donc  il  s'évanouira 
dans  l'intervalle;  d'où  il  résulte  que  l'équation  (i)  admettra  au  moins 
une  racine  positive  comprise  entre  les  limites 

et  une  racine  négative  comprise  entre  les  limit<'s 

OEui-rcs  de  C.  —  S.  II,  l.  VI.  47 
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Donc,  puisque  le  nombre  entier  n  peut  croître  indéfiniment,  l'équa- 
lion  (i)  admettra  une  infinité  de  racines  réelles,  les  unes  positives,  les 
autres  négatives. 

Il  est  important  d'observer  que  la  limite  /  existe  toutes  les  fois  que 
les  racines  réelles  de  l'équation 

(3) 


J\=-) 


sont  en  nombre  fini.  Donc,  si  cette  condition  est  remplie,  les  racines 
réelles  de  l'équation  (i)  seront  au  contraire  en  nombre  infini.  C'est  ce 
((ui  arrivera  en  particulier  si  l'on  prend  pour/(:?)  une  fonction  réelle 
et  rationnelle  de  la  variable  z,  c'est-à-dire,  si  l'on  suppose 

l'(^)  et  F(::)  désignant  deux  fonctions  réelles  et  entières  de  la  même 
variable.  Alors  le  nombre  /ne  sera  autre  cbose  ([u'une  limite  supérieure 
aux  valeurs  numériques  des  racines  réelles  de  l'équation 

(5)  V{z)-=o. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  successivement 

f{z)=:z,      J\z.)  =  az.,      /(z)  =  az  +  h,     /(^)=.,'^'      /(-)  =  ^  ^^J^^f' 

et  si  l'on  remplace  en  mémo  temps  c  par  l'unité  dans  le  pn^nier 
membre  de  l'équation  (r),  on  se  trouvera  ainsi  ramené  aux  équations 
que  nous  avons  déjà  traitées,  et  l'on  reconnaîtra  immédiatement  ([ue 
cbacune  d'elles  admet  une  infinité  de  racines  réelles  positives  et  de 
racines  réelles  négatives. 

Revenons  maiut(Miant  au  cas  où,  la  constante  c  étant  positive,  la  l'onc- 
tion /(::)  a  une  valeur  quelcon({ue.  Alors,  si  l'on  remplace  -  par 
,1-  _|_  y^/^7,  r  et.x  étant  des  variables  réelles,  on  pourra  supposer 

(G)  /(^+jv~)  =  i'  +  Q\/^^. 
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P,  Q  désignant  des  fonctions  réelles  des  variables^-,  j;  et  l'équation  (i) 


donnera 


(7)   r  +  Qv  — '=lang(cd7  +  c>V— I    == ~ ~ 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,0,        o  ?.  sinacj?  e-'T—e-^o' 

(  O  )  V    ^=z  — —  ,  ()  rr:  

fi-O'-l- 9.  POS-Ï  (^.r -4-  ^-2f/  ^  ^2cv 


e-^'.>'H- 2  COS2CJ7  +  e-^^'.^"  ^       e-''->  + acosacj? --h  e^-'-*-' 

puis  on  en  conclura,  pour  des  valeurs  de  x  et  de  y  différentes  de  zéro, 
,         ■  sin2cj7  O       e^'^y—e'-'^y  P 

(  9  ) :^  ~  — ~ — ^ —  -  . 

1CX      y  'j^cy         X 

Or,  comme  la  fraction 

(10) :r=  1    .     ^       •    ''       i  V       .'  / 


4 1^  J  1.2.3        1.2.3.4.0 

toujours  supérieure  à  l'unité,  surpasse,  à  plus  forte  raison,  la  valeur 
numérique  du  rapport  ^—^^  il  est  clair  que  l'équation  (9)  ne  pourra 
subsister  si  les  fonctions  P,  Q  sont  telles  que,  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  des  variables  réelles  x,y,  la  valeur  numérique  du  rapport  - 

demeure  constamment  égale  ou  inférieure  à  celle  du  rapport  -;  ce  qui 
arrivera  si  l'on  a  constamment 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(12)  (Pv-4-Q^)  (P,)-  — Q.r)>o. 


Donc,  si  cette  dernière  condition  est  remplie,  indépendamment  des 
valeurs  attribuées  aux  variables  réelles  x,y,  alors,  dans  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  (i),  la  partie  réelle  ou  le  coefficient  de  y -"î  s'éva- 
nouira;  et  cette   équation  n'aura  pas  de  racines  imaginaires  qui   ne 
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soif^nt  (le  la  formo 

'C  désignant  une  quantité  réelle. 

Si,  la  condition  (12)  étant  remplie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 
a-  et  de  V,  la  quantité  P  se  réduit,  pour  une  valeur  nulle  de  œ,  à  une 
fonction  de  r  qui  ne  puisse  jamais  s'évanouir,  alors  la  première  des 
formules  (8)  ne  pourra  subsister  pour  ,v  =  o;  et  par  conséquent  l'é- 
quation (i),  n'admettant  point  de  racines  imaginaires  de  la  forme 
±  'Ç\'—  i ,  n'aura  que  des  racines  réelles. 

Si  la  condition  (12)  se  vérifie  toutes  les  fois  (ju'on  attribue  à  x  des 
valeurs  réelles  comprises  entre  deux  limites  données  Xf,  .r^,  et  à  y 
des  valeurs  réelles  comprises  entre  deux  autres  limites  j, ,  ja.  on 
pourra  seulement  affirmer  que  l'équation  (i)  n'admet  pas  de  racines 
imaginaires  dans  lesquelles  la  partie  réelle  x  et  le  coefficient  y  de 
y—  I  obtiennent  des  valeurs  différentes  de  zéro,  et  respectivement 
comprises  entre  les  limites 

Supposons  maintenant  que  la  fonction/(c-)  soit  réelle.  Alors  l'équa- 
tion 


/3  i/- 


entraînera  les  deux  suivantes 


Par  suite,  si  l'on  fait  converger  y  vers  la  limite  zéro,  la  quantité  P 
convergera  vers  la  limite /(.r),  et  le  rapport  -  vers  la  limite /'(.r). 
Donc,  si  l'on  pose  7  =  0  dans  la  formule  (12),  après  avoir  divisé  les 
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deux  membres  par/^,  elle  donnera 

(i5)  [f{x)  +  .r/'(.r)]  [/(,/■)  -  xf'{x)]  >  o. 

Pour  que  la  condition  (12)  se  vérifie  indépendamment  des  valeurs  attri- 
buées aux  variables  réelles  x,  y,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  :  1"  ([uc 
la  condition  (i5)  soit  remplie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  .r: 
2"  (jue  l'équation 

(16)  (P^4_0^)(Pj  -Q,r)=:o, 

résolue  par  rapport  \\  y,  ne  fournisse  jamais  de  racines  l'éelles  qui  ne 
soient,  deux  à  deux,  égales  entre  elles.  Ajoutons  que  la  condition  ([S) 
sera  remplie  si  l'équation 

(.7)  [f{x)  +  œf'{x)^[J\x)-.rf'{x)]=.o 

admet  seulement  des  racines  imaginaires,  ou  des  racines  réelles  dou- 
bles, quadruples,  etc.,  et  si  de  plus  la  quantité 

(18)  /(o) 

obtient  une  valeur  différente  de  zéro.  Dans  le  cas  particulier  où  cette 
quantité  s'évanouit,  la  formule  générale 

(.9)  /(.r)=/(o)+.r/'(5.r), 

qui  subsiste  toujours  pour  une  valeur  réelle  de  0  comprise  (Mitre  les 
limites  o,  i,  se  réduit  simplement  à 

/(,r)  =  ,r/'({).r), 

et  la  condition  (r 5),  réduite  elle-même  à  la  forme 

(20)  [/'(5^)]^-[/'(.r)]^>o, 

ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  que  la  valeur  numérique  de  la  fonc- 
tion f'{jc)  devient  un  maximum  pour  x  =  o. 

Il  est  facile  d'appliquer  ces  principes  généraux  aux  cas  où  l'on  sup- 
pose que  la  fonction /(:;)  est  entière  ou  même  rationnelle,  attendu 
que,  dans  les  deux  bypothèses,  les  premiers  membres  des  formules 
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(12),  (i5),  (16)  et  ([7)  se  réduisent  immédiatement,  ou  du  moins  peu- 
vent être  réduits  h  des  fonctions  entières  des  variables  ji-,  y,  ou  de  la 
seule  variable  jc. 

La  formule  (11)  et  celles  qui  s'en  déduisent  ne  sont  pas  les  seules 
qui  puissent  servir  à  fixer  la  nature  des  racines  de  l'équation  (t).  En 
effet,  si,  dans  cette  équation,  on  substitue  à  la  fonction  tangc^  sa 
valeur  en  exponentielles  imaginaires,  savoir 

(■m)  tangc^—  — ^       _      , 

on  en  tirera 

/         X                                                                        .r-J-           l  +  V'^^/ii} 
(25î)  t^-'-V     '  rr: 5 

1-V-  !/(--) 

puis,  en  posant  z-  =  oc  -f-  y  y  ~  '  ' 

/  / .  \        I  -—  Q  +  P  v'—  ' 

(33)  e'"^'^'-*'(C0S2C.r  -h  V  —  ISin2CM-j:=    '■ ; .  ' 

I  +  Q  —  P  \  —  I 

Kulin,  si  l'on  égale  entre  eux  les  modules  des  expressions  imaginaires 
qui  forment  les  deux  membres  de  la  formule  (23),  on  trouvera 

(^^)  ^   •  =  V(rrQ7Tp^' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,  .     (i-oy^  +  p^ 

Or  l'équation  (2))  ne  pourra  évidemment  subsister,  pour  des  valeurs 
de  la  variable  y  différentes  de  zéro,  si  l'on  a,  pour  des  valeurs  positives 

de  cette  variable, 

(  i-Q)^-+P'^ 

0  +  Q)--=-t-P^        ' 

et,  pour  les  valeurs  négatives  dey, 

(l-hQ)--=-HP^^    ' 
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c'csl-à-dire,  on  d'autres  termes,  si  l'on  a,  pour  des  valeurs  positives 
ou  négatives  de  la  variable  y. 


I  r(i-Q)-^  +  p^ 


Q)' 


1>2 


>o. 


ou  plus  simplement 


O 

^  <o. 
)' 


Doue,  si  la  condition  (i>G)  est  remplie,  indépendamment  des  valeurs 
attribuées  aux  variables  réelles  x,  y,  le  coefficient  de  y  —  '  sera  nul 
dans  toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  et  cette  équation  n'aura  pas 
de  racines  imaiïinaires. 

Si  la  condition  (2G)  était  remplie,  non  pas  en  général,  mais  pour  les 
systèmes  de  valeurs  réelles  de  r  et  de  y  comprises  entre  certaines 
limites,  on  pourrait  seulement  affirmer  que  l'équation  (i)  n'admet  pas 
de  racines  imaginaires  dans  lesquelles  la  partie  réelle  et  le  coefficient 
de  \/—  I  seraient  renfermés  entre  ces  limites. 

L'une  desconditions('2G)  ou  (i  1)  sera  nécessairement  remplie  toutes 
les  fois  que  l'on  aura 

(■^7) >o. 


Imi  effet,  supposons  que,  pour  des  valeurs  de  .r  et  de  y  compi'ises 
entre  certaines  limites,  la  formule  (27)  se  vérifie.  Alors,  ou  la  condi- 
tion (26)  sera  elle-même  vérifiée,  ou  la  quantité  -  sera  positive,  e(  |)ar 

suite  on    pourra    en  dire   autant,    non    seulement   de  la   fraction   -» 

./• 

qui,  en  vertu  de   la  condition   (27),   devra    surpasser  le    rap[)ort  --> 

mais  encore  de  la  somme 

P       O 

h  — • 

^'       J 

Or,  si  l'on  multiplie  par  cette  dernière  somme  les  deux  membres  de 
la  formule  (27),  on  reproduira  la  formule  (1  r).  Cela  posé,  il  est  clair 
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que,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  toutes  les  racines  imaginaires 
(le  l'équation  (i),  qui  ne  seront  pas  de  la  forme  ±t\l—i,  offriront 
des  parties  réelles  et  des  coeftîcients  de  \] —  i  situés  hors  des  limites 
données.  Si  la  condition  (27)  était  remplie  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  des  variables  x  et  y,  l'équation  (1)  n'admettrait  (|ue  des 
racines  réelles,  ou  des  racines  imaginaires  de  la  forme  ±:  C  y  —  i. 

On  pourrait  joindre  aux  formules  (26)  et  (27)  une  multitude  d'autres 
formules  propres  à  signaler  dans  l'équation  (i),  toutes  les  fois  qu'elles 
se  trouveraient  vérifiées,  l'absence  de  certaines  racines.  Ainsi,  par 
exemple,  comme,  en  vertu  de  la  formule  (24),  on  aura,  pour  toutes 
les  valeurs  dey  différentes  de  zéro, 

(28) 


4  Cy  Cy  y/( ,  +  Q  )2  ^  p2  ^/^ ,  _  0  y.  ^  l>2 

et,  par  suite, 

^y  v/(i  +  Q)-+pV(i-Q)'+i'' 

ou,  ce  (jui  revient  au  même, 
O 


^  >  c  v/(i  +  O  Y  + 1»=-'  v/(i  -  Q)'  +  I*' , 
il  est  clair  que,  si  la  condition 

(29)  ^  <  cv/(i+Qr  +  p^  \/(i-()r  4- 1*^ 

se  trouve  remplie,   indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables X  et/,  l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires. 

Observons  encore  que  l'équation  (23),  qui  peut  être  présentée  sous 
la  forme 

/  / —  .     \   fi4-Pv/~ir-Q^ 

(3o)  e-*^->(cos2CJ7  +  y/—  I  smar.r j  =  — ,     ,  Vv x2  ,    pa      ' 

entraîne  les  deux  suivantes 

I_p2_Q2  .  2P 

(3i)      e-^^ycos2c.r^-   ^Q^,_^^^,,  ^       ''Sm2C^r=^-^-^^^-^-^^, 
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ot  que  l'on  tire  de  ces  dernières,  combinées  avec  la  fornuile  (24), 

,_P2_Q2 

l   C0S2CJ:  =: --=^  , —7 — r~' 

1  v/(h-Q)'-+-pV(i-Q)'+i*' 

On  aura,  en  conséquence,  pour  toutes  les  valeurs  de  a?  différentes  de 
zéro, 

sinîicj:; P I 

Donc,  puisque  le  rapport 

s\n2cx 


•ICJC 


est  toujours  inférieur  à  l'unité,  abstraction  faite  du  signe,  on  pourra 
en  dire  autant,  si  la  variable  x  n'est  pas  nulle,  de  la  fraction 


l' 


ex  v/(i4-Qf4-l>-^v^(i-Q)2+P--= 
Donc,  si  la  condition 

(34)       (^y  >  ^'  t(' + ^^'"^  ^''^  ^^'~  ^^^'^  ^"'^ 

se  trouve  remplie,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables X,  7,  l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires  dans  les- 
quelles la  partie  réelle  diffère  de  zéro. 
En  général,  soit 

(35)  9['^>  J>  ^'^''•*>  COS2CJ7,  singer] 

une  fonction  des  quantités  x,  y,  e^''^ ,  cos2Cj?,  sin2cx-  qui,  par  sa  na- 
ture, doive  toujours  rester  supérieure  à  un  certain  minimum  A,  ou 
inférieure  à  un  certain  maximum  B;  et  désignons  par 

ce  que  devient  l'expression  (35),  quand  on  y   substitue,  pour  e^^'^. 
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C0S2CX  et  sin  2cœ,  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (24)  el  (32).  11 
est  clair  que,  si  la  coudition 

(36)  -|(a-,j)<A, 

ou 

(3;)  •     ^(.r,y)>R, 

se  trouve  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  ao  et  de  y  comprises  eutre 
<les  limites  données,  l'équation  (i)  n'admettra  pas  de  racines  imai^i- 
naires  dans  lesquelles  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  v  —  >  soient 
renfermés  entre  ces  limites. 

Il  est  bon  de  remarquer  :  i"  que  la  formule  (26)  ne  peut  être  vé- 
rifiée sans  que  la  formule  (29)  le  soit  aussi;  'i"  que  les  formules 
(29)  et  (34),  lorsqu'elles  ont  lieu  simultanément,  entraînent  la  for- 
mule (11). 

Au  reste,  l'utilité  des  diverses  formules  analogues  à  celles  (jue  nous 
venons  d'établir  dépend  surtout  de  leur  simplicité;  et,  sous  ce  rap- 
port, les  formules  (26)  et  (27)  paraissent  préférables  à  toutes  les 
autres. 

Concevons  à  présent  que,  dans  l'équation  (1),  la  fonction /(:;)  soit 
réelle,  et  se  présente  sous  la  forme  fractionnaire 

(4)  ^^'^  =  n^)- 

Posous  d'ailleurs 

r' 

(88)       (•(.r+7\'-i)  =  /-  +  .vv/— I,         F(.r-f-7v/— i)  =  R+Sv— I, 

/•,  s,  R,  S  désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  r,  y.  On  trou- 
vera 

, .        f(.r -j-ry/-^)    _  f(.x'+.>-v/^)F(^--jv/^) 

(39)  ./(-  +  ^-v-)-p(.,^,^/^-,7(:rT7v/=^)F(.-,v-.)' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,  , (,.  +  .vv/=r,)(R_Sv/^)       Ry  +  S6-  +  (R.v-S/-)v^^ 
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et  l'on  en  t'onclura 

,,   .  ,^       H/  -hS.v  .,        \\s  —  S/- 

U  0  P  =  -iy^~c^-  '         Q  =  -ï7. — c-r  • 

H--l-b-  K'+S- 

Par  suite,  les  formules  (ii)  et  (27)  pourront  être  réduites  w 

,,   .  K.v  — S/- 

(42)  <o, 

y 

,,0.  Rr  +  S,v       U.ç  — S/- 

(43)  >  o. 

a;  y 

Donc  l'équation 

fi~\ 

(44)  tanp:c^  = 


F(.-) 
n'aura  que  des  racines  réelles  si  le  rapport 

(45)  ^}l-A' 

y 

est  négatif;  et  elle  n'admettra  pas  de  racines  imaginaires,  dans  les- 
quelles la  partie  réelle  diflere  de  zéro,  si  la  valeur  numérique  du  même 
rapport  est  inférieure  à  celle  de  la  fraction 

(46)  li^ldii-!. 

X 

Il  est  bon  d'observer,  en  passant:  i"que,  la  fonclion  Y[x)  étant  sup- 
posée réelle,  le  produit  des  deux  facteurs 

est  toujours  une  quantité  réelle  et  positive,  égale  au  carré  du  module 
de  chacun  d'eux,  en  sorte  qu'on  a  généralement 

(47)  F(.r+jv'=^)F(^-r\/=^)>o; 
2"  que,  pour  obtenir  les  binômes 

(4B)  R/-  +  S.S     R.ç-Sr 

renfermés  dans  les  formules  (42)  et  (43),  il  suffit  de  chercher  la  partie 
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réelle  et  le  coefficient  de  \/~  i  dans  le  développement  du  produit 

(49)  f{-r+y^/~i)F{x-y^~i). 

Ajoutons  que,  en  vertu  de  la  formule  (4),  l'équation  (22)  devient 

(50)  ,...v/rT^F(.)  +  v/^f(c)^ 

11  pourrait  arriver  que  le  binôme 

(5r)  Y{z)~+-^/'~:({z) 

fût  décomposahle  en  facteurs  imaginaires  de  même  forme  que  lui,  en 
sorte  qu'on  eût 

(52)  F{z)  +  v/'^^  f(..)  =.  [f.(..)  +  v/~'  U{z)]  ll\{z)  +  v/^  f,(.-)].  .  .  . 
A<1  mettons  cette  hypothèse,  et  posons  en  outre 

(53)  __  

(  F,(.r  +  rv/-i)  =  R,  +  S,v/-i,     F2(^+jv/-0  =  «2+Sov/-i,      •••, 

/•, ,  ^,  ;  /'a,  ^2?  •  •  -  Ri»  s,  ;  Ro,  So;  . . .  désignant  des  fonctions  réelles 
des  variables  oc, y.  L'équation  (5o)  se  présentera  sous  la  forme 

(54)  ^2..v-^F,(^)  +  v^^f,(^)  F,(^)  +  v/=^f,(^) 

F,(^)-v/-ifi(^)  F,(^)-V-if2(-) 
el  l'on  en  tirera 

f 
r 

^■'^^^        1      ^  Ri-.v,  +  (S,4-/-,)v/^^  R2-.v2+(S,+  /-,)v/-T  _  _  _  _ 
'  R,  +  .y,  H- (S,— /'i)  v/-i  R2  +  52+ (S2— /-î)  y/^ 

Enfin,  si  l'on  égale  entre  eux  les  modules  des  expressions  imaginaires 
qui  forment  les  deux  membres  de  la  formule  (55),  ou  plutôt  les  carrés 
de  ces  modules,  on  trouvera 

(06)         '  e-'*-y=  (l^.--^.)"^+(S.  +  ^-.)^  in,-s,y-+{S,-^r,y 
'  (H.  +  ^,)'-+(S.-/-,)MK2H-^2)-^+(S2-/-2)^'    *' 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(57)    e-'^y=z\  1-4 


Ri^i— Si/-,  1  r         ,  R2^2— S^r,  "] 

(r,  +  5.)h-(Si-/-,)^JL       (R2+-^->)'  +  (s.,-/-,)-^J 


Or,  il  est  clair  que  l'équation  (i)  ne  pourra  subsister,  pour  des  valeurs 
de  y  différentes  de  zéro,  si  l'on  a  simultanément,  pour  des  valeurs 
positives  de  la  variable  j, 

R,^,  —  Si/-i<o,         R2,ç,— S2/-2<o,         ..., 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  variable, 

Ri^i  —  Si/-i>o,        Ro.vj  — S2/-2>o,         ..., 

c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  l'on  a,  pour  des  valeurs  positives 
ou  négatives  dey, 

/-o\  Hi-^i— s,/',  R2.V2— S,/-, 

(08) <o,  -i-^ ^—  <0,  

y  y 

Donc,  si  ces  dernières  conditions  se  trouvent  simultanément  vérifiées, 
indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables  réelles  x,  j,  l'é- 
quation (54)  n'aura  pas  de  racines  imaginaires. 

Afin  de  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  consi- 
dérons l'équation  que  M.  Poisson  a  donnée  à  la  page  876  du  XIX«  Gabier 
du  Journal  de  l'École  Royale  Polytechnique,  c'est-à-dire  l'équation  à 
laquelle  se  rapporte  la  distribution  de  la  cbaleur  dans  une  spbère  com- 
posée de  deux  parties  de  matières  différentes.  Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

ml  «       •^  al' 

~^^'''        â'"^^'         âV^'^'         ^^=fh         bl=.k,         (3(/+/')-i  =  a, 

cette  équation  deviendra 

/  [>.  (X  4-^)^2—  a  (A  H-  i)]ccos-sin;ji:; 
,^    ^  1        —  [>.3C  + (>. +  /^)  (/i  +  OJ^-COSJCOSa:; 

+  [^  (>■  +  ft)  (/^' ~  i) -'+ 3«  (A  —  Aw- 1)]  sin  :;  sin/ji; 


—  [ly.{k  —  \)  —  {l-^  IX.)  {h  -  A-  +  i)]csinccosfJi^  =  o, 
A,  u,  //,  k  désignant  des  constantes  positives,  et  a  une  constante  réelle 
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supérieure  à  —  i.  On  aura,  par  suite, 


(60) 


F(-)_v/-if(^)  (>,  +  f.).._av/-i' 


les  valeurs  de  F(g)  et  f(;)  étant  déterminées  par  les  équations 

;  F(^)  =  }.;[:;  cos^  +  (A- —  i)  siii:;], 


(<>') 


f(^)  =:  z  cosz  -+-  (A-  —  1)  sin^  4-  h  {z  co'sz  —  sin^). 


Or,  si  l'on  attribue  à  F(^),  f{z)  ces  mêmes  valeurs,  et  si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

•r  +  j  y/—  I  r=  ?/,  a-  —  y  y/—  i  =r  c, 

le  produit  (49)  se  réduira  évidemment  à 


I  ,  ,  i  r«cos« -f- (/x — i)  si n?<l  rt> ces i' +  (/»•  — i)  sine]  ) 

1    ^   ^    ^  -^  *        ^(         -h  h  (a  cosu  —  sinu)  [i'cosv  —  siin')         ) 


(6.) 


—  Ikli 


X — y\J — I  jsin«sin  c+^c 


4j 


/—y      sin2.r\-| 


De  plus,  si  l'on  divise  par  j  le  coefficient  de  y  —  i  dans  le  produit  en 
(juestion,  on  obtiendra  pour  quotient  la  somme  des  trois  quantités 


(63) 
(64) 

(65) 


>.  kh 


}.  [«  cos«  +  (A'  —  i)  siii  n\  [r  cos(^  +  {k  —  i)  sin  c], 
—  >,/<(«  cos«  —  sin  u)  {v  cost'  —  sin  r), 

Ikh 


v/^    J 


C0S2J-—  (j"^-i-  r-) — 


Enfin,  il  est  clair  que,  en  vertu  de  la  formule  (47)»  les  produits  (63) 
et  (64),  dans  lesquels  les  coefficients  de  —  X  et  de  —  'kh  coïncident 
avec  les  carrés  des  modules  des  expressions  imaginaires 

[x  4-/v^— i)  cos(^  +  J  v/— 0  H-  (/>■  —  i)  sin(^  +  y  v'—  i), 
{x  +  y\J—  i)  cos( j:-  +  j V^~ 0  —  sin(.r  +  y\'—  ')> 

seront  toujours  des  quantités  négatives;  et,  quant  au  produit  (65), 
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comme  on  pourra  le  présenter  sous  la  forme 

ey—e-yfey+c-y      ey—e-y\        ./e-y—e-^-y      sin^ï^" 


—  Ikk 


r 


2V 


il  se  réduira  pareillement,  clans  tous  les  cas,  à  une  quantité  négative. 
Donc  la  condition  (42)  sera  vérifiée  pour  les  fonctions  F(^),  f(::)  déter- 
minées par  les  équations  {Ç)\).  D'ailleurs,  si  l'on  remplace  F(:;)  par 
(X  +  \x)z,  et  f(s)  par  a,  la  condition  (42),  réduite  à 

—  a  <o, 

sera  (mcore  vérifiée  si  a  est  positif.. Donc  alors  elle  sera  l'empiie,  pour 
les  deux  facteurs  qui  composent  le  second  membre  de  l'équation  (60), 
ou,  en  d'autres  termes,  les  conditions  (58)  seront  satisfaites  pour  cette 
dernière  équation.  Donc,  lorsque  la  constante  a  sera  positive,  l'équa- 
tion (Go)  n'admettra  pas  de  racines  imaginaires. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (Sq).  Cette  équation  pourra  êti'e 
réduite  à 


(66) 


(X  +  /jL)^f(^)  +  aF(G) 
«^  (>.  +  fz).-F(.')-ar(c)' 


les  valeurs  de  f(::)  et  de  Y[z)  étant  toujours  déterminées  par  les  for- 
mules (61).  Or,  si  l'on  nomme  P  ±  Q  y  —  i  lo  résultat  de  la  substitu- 
tion de  x±y\j—  I  à  la  place  de  z,  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (66),  la  différence 


(67) 


ne  sera  autre  chose  que  le  coefticicnt  dey—  1  dans  le  développemcnl 
du  produit 


(68)  —  i-^+rv 

On  aura  d'ailleurs 

(69) 


/~)(P 


Qv/-i)=:  — «(P_Qv_,). 
.ry 


iy.)<'f(0  +  aF(^ 


"(F  -  Q  v/-  0  =  «  Î4 P , 

^  -V        y  (>.-H|UL)rF(r)-al'(r)' 

puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (61),  et  faisant,  pour  abréger, 

(  70)  [( /.  +  /^)  H  F (  //    -  a  r(  // )]  [( }.  -+-//)  r  F (  c)  -  a  ('(  c)]  =  K-  //r, 


(70 
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on  trouvera 

([«cos^/ 4- (A- —  i)  sin«<]  [rcosr  +  (A— i)  siin]    ) 

—  /.(A  4-  f/.j  [^  -\- }  V  —  ^j  |_|_/, (,/cost/  — sin«)(i'cos('  — sine)  — /«V<sin?/sini'| 

+  ).(>.  +  fji)'-A7/«i.-(j?+/v'^)(^^— ^  ^  ^~X —  v/^j  —  (^^•  +  /^)=«  'X")  <■('•) 
H-/.2(}.  +  ]u.)a(^-+ jV— ~0'  [«cosd/  4-  (A  — i)sin //][(' cosr  +  (A— i)  siiir] 


loc'- 


[u  cosM  4-  (A  —  i)  sin;<]  [l'cosr  +  (A—  i)  sinr]      1 
-  /i(a  cosw  —  sin^O  ((^  cosc  —  sine)  —  Ah  sinu  sint'  ) 


et,  par  suite, 

K^  (-  —  -)  =  2X(À  4-  ^)  (>;  +  ]ji  4- loi)  [ u  cos //  4-  (  A:  —  i)  sin  «]  [c  cos  r  4-  (  A—  i)  siii c  | 
4-  îîA(>.  4-  \iyh{u  cos«  —  sin?0  (ccost^  —  sini^) 

4-X().4-^t)U'A|^m'(^ ^ +  ___j_.2siru/sini^J. 

Or  il  est  clair  que,  des  quatre  produits  renfermés  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (72),  les  trois  premiers  restent  positifs  toutes 
les  fois  que  les  quantités  )v,  [xji,  ^et  i  +  a  sont  elles-mêmes  positives. 
Ajoutons  que  l'on  peut  en  dire  autant  du  quatrième  produit  dans 
lequel  le  facteur 

fe^y—e-^y       sin^xX 
,,(. 1 )  —  2  sm  u  sm  «• 

\      4.r  2^-  j 

,    fe'^y—e-^-y       sin2,3;\        / e^y  +  e-^y 

=  (-'+/')  (-^^  +  ^-)-(^ '""" 

1  (2  yY  (x^        I  sin  2  j"        1 

=  ^2  _)_  -  ^  sin  2  a?  4-  cos  2^—14-  -^ —    -^  +  -  ■ : 

2  I  .  2    \  o         2      2  r  : 

(2jr  ^_^     I    (2/^^   /  -^^    ,  2/^    \^,_ 

1.2.3.4     5  '"'  I.2.3..  .2/i  \2«  4-  I  4  / 

est  encore  positif,  attendu  que  l'on  a,  pour  des  valeurs  quelconques 


(73) 

■r--\ — ^'  sina^  +  cos2jr  — 

2 

(74) 

^•^        I  sina^        1 

3           2       2^:-             2  ~" 

(7^) 

.r^ 
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fie  X,  et  pour  une  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  au  nombre  2, 

/       J7  (  2  4-C0S2J:  —  3 W/^>o, 

I      {jc- — sin^r)  c/j:- >  o, 

-  0 

2/? 
2  /<  H-  I  4 

En  effet,  la  condition  (70)  est  évidemment  satisfaite  dès  que  l'on  sup- 
pose //>2.  De  plus,  pour  établir  les  formules  (73)  et  (74),  il  suffit 
d'observer  :  i"  que  la  fonction  .x^  —  sin-^c  est  toujours  positive;  2"  que 
l'on  peut  en  dire  autant  de  la  fonction 

.,  sin2.r       \    r""  f            ,r     \ 
2  +  cos2^  —  3 =  1  /        I .  )  sin^^  dx, 

qui  s'évanouit  pour  .r  =  o,  croît  ensuite  avec  le  binôme  1 ^^, 

tanj;-.r 

depuis  x  =  o  jusqu'à  x  —  ^,  et  reste  supérieure,  quand  on  prend 
^  >  7»  à  la  quantité 


3 
2  —  I >  o. 


11  suit  de  ces  diverses  remarques  que  la  condition  (27)  sera  vérifiée 
pour  l'équation  {()^),  tant  que  les  quantités 

/,      [J;      II,      /.  Cl  I  4-  a 

resteront  positives.  Donc  l'équation  (G6j  ou  (39)  n'aura  point,  dans 
l'hypotbèse  admise,  de  racines  imaginaires,  à  moins  que  ces  racines 
ne  soient  de  la  forme  y  y'—  1 . 

Il  reste  à  savoir  dans  quels  cas  on  pourra  satisfaire  à  l'équation  (5f)) 
ou  ((jo),  en  supposant 

(76)  z=y^^/~,. 
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Or,  cotte  supposition  réduira  l'équation  (Go)  à 


(77) 


e-'-vy=,  F(.rv/-i)H-v/-i  rÇryZ-r)  0  +  [x)y  + 


puis,  en  prenant  a  =  0  —  r  et  faisant,  pour  abréger. 


(78) 


2  jj-r  ij.  2 


h 


'2  '2  y 

e\^y~  e-i^y  /ey-h  e-y 


e~y       ,  (;y  —  e 


'2  IX  J 


•->.  )■ 


"-'--)=y, 


î/ 


on  tirera  de  la  formule  (77 


OY=-{h-^  I) 


/e!J.r_(_  e-[X.r  t';^V-_  g-[X.j\      /^y_^  ^-y  ^y 


(79) 


A 


2 


2  a  r 


+  (A  +  ^)j 


2  2J- 

^•^ -h  e-J"        ey~e-y 


2 


2  K 


eH-J ■+  ^ - !^r        eii-y _  e~ P-> 


2/a  K 


De  plus,  comme  chacune  des  quantités 

«"•>■  —  e--^'        eW  —  e'^y       e->"  +  e- 


t^^ 


-+>•(>■ +  ^)7^ 


ei'y-he-i'-y 


2  V 


jy.y />—[i-y 


H-f 


^/ 


2/^J 


2K 


2  ,a  >' 


est  nécessairement  positive,  il  est  clair  que,  dans  la  formule  (79),  le 
coefficient  Y  de  0  sera  positif  pour  des  valeurs  positives  de  1,  [j.,  //,  /•, 
et  le  second  membre  négatif.  Donc  alors  cette  équation  ne  pourra_.,sul)- 
sister,  à  moins  que  l'on  n'ait  0  <  o.  Donc  l'équation  (5())  ou  ((io) 
n'aura  point  de  racines  imaginaires  si  les  quantités 


(80) 


/.,     IX,     //,     k     cl     6  =:  I  +  a 


sont  toutes  positives;  ce  qui  a  effectivement  lieu  dans  la  ({uestion  de 
Physique  mathématique  i\  laquelle  cette  équation  se  rapporte. 

11  ne  sera  pas  inutile  d'observer  que  l'équation  ( :")9),  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles,  comprend,  comme  cas  particuliers,  d'autres  équa- 
tions plus  simples  qui  jouissent  de  la  même  propriété.  Ainsi,  par 
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exemple,  si  l'on  pose  successivement 

//  =  ce  ,  A-  =  oc  , 

on  on  tirera 

(8i)  {lansz-z)(^langiJ.z-~  -^zj=o, 

(82)  tangaz—  ^. — ^— — ï 

On  trouvera,  au  contraire,  en  posant  /i  =  o  et  k  =  o, 

(83)  [.ang.  -  >\^/^),._,J  (tang.  -  .)  -  o. 

Les  trois  équations  précédentes  peuvent  être  réduites  à  celles  que  nous 
avons  déjà  considérées  dans  les  §§  Il  et  IV. 
On  trouvera  encore,  en  supposant  a  =  o, 

i  }.z^-cosz  s\nixz—  {h  +  i)z  cosz  co^ixz 

(       +/.(A- —  i)^sin^  sin]JL-  + (A  —  A  4- 1)  siii^cos/a::— -o; 

en  supposant  a  =  ce  , 

1  }.z-  cosz  cos U.Z  -h  {h  ->r  i) z  ces-  sin/j.3 

f       +  >.(/.  —  1)- siii- cosjix:;  —  (/<  —  A- 4- i)  sin;;  sin/-t^  "  o; 

en  supposant  [j.  ==  i, 

/[/.(/,  +  /j.)  (A  —  i):;^ 4-  a  (/i  —  A- 4- 1)]  tang'^ 
(8G)  -      4-[A(>.  +  ^)-'— a(/«  +  i)— Àa(A— i)4-(>.4-|^)(/i— A-4-i)]clangc 

;  —  [/.a4- (À +  |!x)  (A  4-1)]-^  —  o; 

/>  1-    •  I  I  A 

enfin,  en  divisant  par  h,  et  supposant  j  =  o,  ^  =  1, 

(87)  langfx:;  4- >.  tangs  =;  —  ^ ^-(i   -  À  tang:;  tangp-), 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

tang/ji.5  4- A  tang:;    _  ?.  4-  jjl  _ 


(88) 


I  —  >.  langstang/ji:;       i~0 
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Chaciino  de  ces  diverses  équations  a  toutes  ses  racines  réelles  lorsque 
les  quantités  (80)  sont  toutes  positives.  De  plus,  si,  dans  la  formule  (88), 
on  pose  successivement  0  =  i,  0  =  ce  ,  on  obtiendra  les  deux  é([ua- 
(ions 

(89)  I  —  >,  tang.3  laniJ:|UL^  =^  o, 

(()o)  tangua::  4- >.  tanii- =  o, 

dont  toutes  les  racines  seront  réelles,  pour  des  valeurs  positives  des 
constantes  X  et  [x;  ce  qu'il  serait  facile  de  prouver  directement  à 
l'aide  de  la  condition  (2G)  qui  se  trouve  vérifiée  quand  on  [)rend  pour 
f[z)  une  des  deux  fonctions 

r 

—  À  tanii-::. 


Considérons  encore  l'équation 

(91)  az?,\ï\z^=ze~^'^^^ 

(|ui  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(92)  tang 


a  -  4-  V/  —  * 

On  aura,  dans  ce  cas  particulier, 

P      Q_         '"^.7 


JL-        j        «^.r^-h  (rt/ -h  i)' 
et  par  conséquent  la  formule  (27)  se  trouvera  réduite  à 

(98)  ia  +  ->o. 

De  plus,  comme,  en  prenant  z  =  y  y  —  1 ,  on  tire  de  l'équation  (91) 


(9-^) 


y{ey—e-y) 


il  est  clair  que,  si  l'on  attribue  à  la  constante  a  des  valeurs  positives, 
l'équation  (91)  n'admettra  point  de  racines  imaginaires  de  la  forme 
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Y  \l -  I.  D'ailleurs,  dans  cette  hypothèse,  la  condition  (93)  sera  véri- 
fiée pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variahle  y,  et  pour  les  va- 
leurs négatives  de  la  même  variable  situées  entre  les  limites  —  ce  , 

—  —  •  Donc  alors,  dans  toutes  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (91), 

le  coefficient  de  sj  —  1  sera  nécessairement  négatif  et  renfermé  entre 

les  limites  o,  —  — •  Ajoutons  que   cette  équation,  (jui  j)eut   s'écrire 

comme  il  suit 

(9.))  az  sin-3  —  cos-  4-  \^ —  i  sin^  =  o, 

n'aura  aucune  racine  réelle  et  finie. 

5:5  VII.  —  Sur  la  racines  de  l'équation  tangZ  =/(•:),  dann  laquelle  Z  el  /{:.) 
désignent  deux  fonctions  distinctes  de  la  variable  z. 

Soient  Z,  /(s)  deux  fonctions  quelconques  de  la  variable  :;,et  consi- 
dérons l'équation  transcendante 

(i)  langZ  =  /(c), 

que  Ton  peut  aussi  présenter  sous  la  forme 

(^)  'angZ-/(-)  — o. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  aura  une  infinité  de  racines 
réelles  si,  les  fonctions  Z,  f{z)  étant  supposées  réelles,  les  racines 
réelles  de  l'équation 

*^>  71^  =  " 

sont  en  nombre  fini;  et  si  de  plus,  tandis  que  la  valeur  numérique  de  :^ 
devient  très  grande,  la  fonction  Z  s'approche  indéfiniment,  en  restant 
continue,  de  l'une  des  limites  —  3c,  +  ce.  En  effet,  concevons  que  ces 
conditions  soient  remplies.  Alors,  si  l'on  désigne  par  n  un  nombre 
entier  très  considérable,  on  pourra  satisfaire  par  des  valeurs  réeUes 
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(le  z,  soit  aux  deux  équations 


{~\)  Z  =  (n--]7:,  Z^U+A);:, 


2  /  \  2 


soit  aux  deux  suivantes 


(5)  z=r.-    «+-::, 


/t 

•2 


et,  si  l'on  nomme  z-t,  z.^  les  valeurs  dont  il  s'agit,  il  suffira  de  faire 
varier  z  entre  les  limites  z,,  z.,  pour  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2)  passe  de  l'infini  positif  à  l'infini  négatif,  ou  réciproquement. 
Donc  ce  premier  membre  s'évanouira  dans  l'intervalle,  et  l'équation 
(i)  ou  {■?.)  aura  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  les  limites 
z  =z  Zf,  z  =  z.,.  Donc,  puisque  le  nombre  n  croît,  avec  les  valeurs  nu- 
mériques de  Zf  et  de  z.,,  au  delà  de  toute  limite,  l'équation  (i)  admet- 
tra une  infinité  de  racines  réelles. 

On  ne  pourrait  plus  en  dire  autant  si,  pour  de  très  grandes  valeurs 
numériques  de  la  variable  z,  la  valeur  numérique  de  la  fonction  Z  ne 
pouvait  surpasser  une  certaine  limite  A.  Ainsi,  par  exemple,  dans 
l'équation 

(6)  z  =  lang- ,     /,,wQ    ,    ,2x//  ,    --X  =  ^a"r 


(|ue  fournit  la  théorie  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  douée 
d'un  mouvement  de  rotation,  la  valeur  numérique  de  la  fonction 

(;)  Z-        ^^-^'-^^^ 


ne  peut  surpasser  un  certain  maximum 

I,  201...  =  (0,-649...)  j, 

correspondant  à  la  valeur  réelle  2,828. . .  de  la  variable  z,  c'est-à-dire, 
à  la  racine  réelle  de  l'équation 

(8)  81  +  9952  +  435''— 75«=o. 
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Par  conséquent,  dans  l'équation  (6),  la  valeur  numérique  de 
riable  z-,  supposée  réelle,  ne  peut  surpasser  le  nombre 

tang(7G%49')  =  2,583.... 
D'ailleurs,  si  l'on  présente  cette  équation  sous  la  forma 


:î91 
la  va- 


(9) 


(H-^^)(94- 


arc  laiig-  ■=■■  o, 


on  reconnaîtra  que  le  premier  membre,  (jui  s'évanouit  pour  :?  =  o  et 
qui  a  pour  dérivée  la  fonction 


8i  4-  99:;-+  \'iz'' 


décroit  depuis  z=  o  jusqu'à  z  =  yS,  obtient,  pour  z-  =  y'i  =  1,732. . ., 
une  valeur  minimum  qui  est  nécessairement  négative,  et  croit  ensuite 
depuis  z  =  1,732.. .  jusqu'à  z  =  2,583.. .,  en  passant  du  négatif  au 
positif.  Donc  l'équation  (G)  aura  une  seule  racine  réelle,  comprise 
entre  les  limites  1,732...  et  2,')83...;  ce  que  .M.  Laplace  avait  déjii 
prouvé,  mais  par  une  autre  métliode,  dans  le  Tome  II  de  la  Mécanique 
céleste.  La  racine  dont  il  s'agit  a  pour  valeui'  très  approcbée  le  nombre 
2,3292. . . . 

Revenons  maintenant  au  cas  où  les  fonctions  7.,f{z)  ont  des  valeurs 
quelconques.  Alors,  si  l'on  remplace  z  parvC  + v y  —  1 .  -ï-  fit  v  étant  des 
variables  réelles,  on  pourra  supposer 


(10) 


Z  =  M  +  N  v/- 1 ,      /(^  -+-.>■  v/^  0  =  1'  +  Q  V  -  ' . 


M,  N,  P,  Q  désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  x,  y;  et  l'é- 
quation (1)  donnera 

sin 2 M  4-  \  ( e'-^  —  e  --^ )  \J^^ 


(il)      P  +  Q  y/— i  =  tang(M  +  Nv^-i)  = 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
^  2sin2M 


ces  2  M  -t-  -i(e^' 


(12) 


e-^  -\-  2  cos  2 M  -h  e-^^ 


O 


,.5N 


e--^'  +  2  cos  2  M  -t-  e'-' 
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puis,  en  attribuant  aux  variables  ^,  r  des  valeurs  qui  ne  vérifient  pas 
l'une  (les  équations 

(i3)  M  =  o, 

(i4)  •  N  =  o, 

on  conclura  des  formules  (12) 

sinaM  Q        e'-^—e-^^  P 


(.5) 


2  M     N  AN        M 


Or,  celte  dernière  équation  ne  pourra  évidemment  subsister  si  les  fonc- 
tions M,  N,  P,  Q  sont  telles  que,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des 

variables  réelles  x,  y,  la  valeur  numérique  du  rapport  ^  demeure 

P  .        . 

constamment  inférieure  à  celle  du  rapport  ^;  ce  qui  arrivera  si  l'on  a 


constamment 


(■6)  (s)'-(^)><'- 


Donc,  si  cette  dernière  condition  est  vérifiée  indépendamment  des  va- 
leurs attribuées  aux  variables  réelles  oc,  y,  alors,  dans  chacune  des 
racines  de  l'équation  (r),  la  partie  réelle  a;  et  le  coefficient  y  de  y  —  i 
vérifieront  certainement  ou  l'équation  (i3)  ou  l'équation  (i/i)- 

Si  la  condition  (i5)  se  trouvait  vérifiée,  non  pas  en  général,  mais 
simplement  pour  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  compris 
entre  certaines  limites,  on  pourrait  seulement  affirmer  que,  dans  cha- 
cune des  racines  de  l'équation  (1),  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de 
V  —  I  sont  situés  hors  de  ces  limites,  toutes  les  fois  qu'ils  ne  vérifient 
pas  la  formule  (i 3)  ou  la  formule  (i4). 

Concevons  maintenant  que  l'on  tire  de  l'équation  (i)  la  valeur  de 
l'exponentielle  e^'v'-'^  on  en  conclura 

o-/  /-;        I  +  v^— •  /('■) 
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puis,  on  remplaçant  z  par  x  -^  y  y  —  i , 

(  1 8)  e-2^' (cosa  M  +  v''^  sin 2 M )  -  '  ~~  ^^  +  ^*  V  ^ . 

'        ,  -4-  Q  _  P  v'_  I 

Si  de  pins  on  égale  entre  eux  les  modules  des  expressions  imaginaires 
qui  forment  les  deux  membres  de  l'équation  (rS),  ou  plutôt  les  carrés 
de  ces  modules,  on  trouvera 

_.v      (i-Q)^+P' 


(19) 


(I  -4-Q)-4-  V'- 


D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  0  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  on 
aura,  en  vertu  de  la  formule  (49)  du  §  VI, 


e-*-^~i_4N<?-*0\ 


4N^'-^-")- 


Par  suite,  on  tirera  de  la  formule  ([9),  en  supposant  la  valeur  de  N 
différente  de  zéro, 


(20) 


.'iN 


^1  —  Q)2-4-p2 


—  ^-;0n 


>o, 


ou,  plus  simplement. 

Donc,  si  la  condition 

(21) 


Q 


7  >o. 


O 

N 


se  trouve  remplie,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables r,/,  alors,  dans  cbacune  des  racines  de  l'équation  (i),  la  partie 
réelle  et  le  coefficient  de  sj^^i  vérifieront  nécessairement  la  formule 


(i4) 


o. 


Si  la  condition  (21)  se  trouvait  satisftiite,  non  pas  en  général,  mais 
simplement  pour  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  .r  et  de  j  comprises 
entre  certaines  limites,  on  pourrait  seulement  affirmer  que,  dans  cha- 
cune des  racines  de  l'équation  (1),  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de 
\J  —  I  sont  situés  hors  de  ces  limites,  ou  vérifient  la  formule  (i4). 

OEiivres  de  <?.  —  S.  Il,  t.  VI.  5o 
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L'une  des  conditions  (i6)  ou  (21)  sera  évidemment  remplie  toutes 
les  fois  que  l'on  aura 

PO 
(0,2)  M"~N^^' 

Donc,  si  cette  dernière  condition  est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  possibles  des  variables  a:- et  j,  l'équation  (1)  n'admettra  que  des 
racines  pour  lesquelles  l'une  des  formules  (i3)  et  (i4)  sera  vérifiée. 

Si  la  condition  (22)  était  satisfaite,  non  pas  en  général,  mais  simple- 
ment pour  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  a;  et  de  j  comprises  entre 
certaines  limites,  on  pourrait  seulement  affirmer  que,  dans  chacune 
des  racines  de  l'équation  (i),  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \l—  i 
sont  situés  hors  de  ces  limites,  ou  vérifient  l'une  des  formules  (r3) 

ct(i/|). 

On  pourrait  encore,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont 
nous  avons  fait  usage  dans  le  §  VI,  découvrir  une  multitude  de  for- 
mules analogues  aux  formules  (iG)  et  (21),  et  qui  seraient  propres  à 
signaler,  dans  l'équation  (i),  toutes  les  fois  qu'elles  se  trouveraient 
vérifiées,  l'absence  de  certaines  racines. 

Pour  appliquer  les  principes  exposés  dans  ce  paragraphe  à  un 
exemple,  considérons  en  particulier  l'équation 

(23)  taiigs'-—:;,' 

à  laquelle  on  ne  peut  évidemment  satisfaire  que  par  des  valeurs  réelles 
de  ::,  ou  par  des  valeurs  imaginaires  dans  lesquelles  la  i)artie  réelle 
diflere  de  zéro.  La  formule  (21)  et  l'équation  {i])  donneront  respecti- 
vement 

(25)  a^y  =  o, 

et  l'on  en  conclura  que,  dans  chacune  des  racines  imaginaires  de  l'é- 
quation (23),  la  partie  réelle  est  positive.  Si  à  l'équation  (23)  on  sub- 
stituait la  suivante 

(26).  tang3-=5v/— '» 
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alors  les  formules  (21)  et  {\l\)  donneraient 

(27)  J<o, 

(28)  j:-/  =  o," 

et,  comme  évidemment  l'équation  (2(3)  n'a  point  de  racines  réelles,  on 
serait  amené  à  conclure  que  le  coefficient  de  \'—  i  est  positif  dans 
toutes  les  racines  de  cette  équation  (|ui  ne  sont  pas  de  la  forme  y\/—  i  . 

§  VIII.  —  Sur  les  racines  de  l'écjualion  e'-V -':==/'(:;). 

Soient  toujours  7^,  f[z)  deux  fonctions  quelcon([ues  de  la  variable  z. 
Considérons  d'ailleurs  une  équation  transcendante  (\\\\  renferme  les 
lignes  trigonométriqucs 

gZv/=T_g-Zv/=^                          e'V^  +  e-'V^  „        sinZ 

sinZ  = ___ — -)         cosZ=^ >         tangA=:-— ^7         ■  •  •  ■> 

et  supposons  que  cette  équation,  résolue  par  rapport  à  l'exponentielle 
e''^"',  se  réduise  à 

(i)  e''V='»  =  /(-)• 

Si  l'on  y  remplace  z  par  x  ->r-y\J—  i ,  x  et  j  désignant  deux  variables 
réelles,  on  trouvera,  en  adoptant  toujours  la  notation  du  §  VII, 

(2)  e("-^^'v^^)v^t=I>4-Qv/^, 

OU,  ce  qui  revient  au  môme, 

(3)  6'-^'(cosM  +  v^^^sinM)  =  P  +  Qv'—  i, 

et  par  suite 

(4)  e-^^=V''-rQK 

Or,  on  conclura  de  cette  dernière,  par  des  raisonnements  semblables  ii 
ceux  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  paragrapbe  précédent,  que  les 
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valeurs  des  variables  x,y  vérifient  la  condition 


N 


>o 


toutes  les  fois  qu'elles  ne  réduisent  pas  à  zéro  la  fonction  N.  Donc,  si 

la  condition 

,.,  P-+Q2-I 

se  trouve  remplie,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  va- 
riables a-,  y,  alors,  dans  chacune  des  racines  de  l'équation  (i),  la  par- 
tie réelle  x  et  le  coefficient  y  de  y/—  '  vérifieront  nécessairement  la 
formule 

(6)  N=:o. 

Si  la  condition  (.))  se  trouvait  satisfaite,  non  pas  en  général,  mais 
simplement  pour  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  comprises 
entre  certaines  limites,  on  pourrait  seulement  affirmer  que,  dans  cha- 
cune des  racines  de  l'équation  (i),  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de 
V  —  I  sont  situés  hors  de  ces  limites,  ou  vérifient  l'équation  ((>). 

Il  pourrait  arriver  que  la  fonction/(::)  fût  décomposable  en  plusieurs 
facteurs,  en  sorte  qu'on  eût 

(7)  A^)=^A{^)A{'-)A{^)--.- 
Admettons  cette  hypothèse  et  posons  en  outre 

(8)  /.(r+/v/^)-=P:  +  Q.v/^,     /2(.^^+/v/-^0  =  P2  +  O2v/-^,      •••, 

1^1»  Qi  ;  Pa.  Qa»  •  ••  désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  x,  y. 
[/équation  (r)  se  présentera  sous  la  forme 

(9)  ^''^~=/i(-)/.(^)/3(-)..., 
et  la  formule  (5)  deviendra 

(,o)  (P;  +  Qî)(Pi^+QÎ)..-.^„. 
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Or,  cette  dernière  sera  évidemment  vérifiée  si  Ton  a  constamment, 
ponr  des  valeurs  positives  de  N, 

(ïO  Pr  +  Qr>',       P^  +  Q;>i, 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  N, 

(12)  P?  +  Qî<i,        I1  +  Q;<.,        ...; 

c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  l'on  a,  pour  des  valeurs  positives  ou 
négatives  de  la  fonction  N, 

/  o,  l'f  ^Qï  — '  P^  +  0^  — I 

(i3)  -^—W >'''  ,v  >^' 

Donc,  si  ces  dernières  conditions  sont  vérifiées,  indépendamment  des 
valeurs  attribuées  aux  variables  j:-,  j,  alors,  dans  cbacune  des  racines 
de  l'équation  (i),  la  partie  réelle  x  et  le  coefficient/ de  \/'^  vérifie- 
ront nécessairement  la  formule 

(■i4)  N=.o. 

Si  l'on  tirait  de  l'équation  (i)  la  valeur  de  tangZ,  on  trouverait 

puis  on  en  conclurait,  en  remplaçant  :■  par  .r  +■  y  y  —  i , 
i.      fut     V   — \        I     P-— Q^  — i  +  2PQv/:^ 

l  lang  (  M  H-  N  V  —  I  ]  =  —=■ ^^ ^^ 

v/-i  P'--Q-  +  i  +  2PQv/-i 
(i6)  i  ^  ^ 

_      I      (P^-Q2)2_(i_2PQv''_i)- 


y—      (l>'-Q^-hi)^-h4P-'Q^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

.  _.         sin9.M-i-\{e'-^—e--^)s/^  _  4PQ  +  [i  —  (P^+ Q^)^]  y -T 

^  ^'  cos'iM  +  |(e^-^  +  e-2>)       —        (pi_  ()î^_  i)2  4_4p2Qi 

Cela  posé,  en  raisonnant  comme  dans  le  §  VII,  on   prouvera  (jue  la 
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valeur  numérique  du  rapport 

M 

doit  rester  inférieure  à  celle  du  rapport 

N 

pour  toutes  les  valeurs  des  variables  j?,  y  qui  ne  vérifient  pas  l'une  des 
équations 

(18)  M  =  o,        N  =  o. 

Donc,  si  l'on  a,  pour  des  valeurs  de  x  et  de  7  comprises  entre  certaines 
limiles, 

^'^)  vV)>i. — N — J' 

alors,  dans  toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  la  partie  réelle  et  le 
coefficient  de  \/^^i  devront  être  situés  hors  de  ces  limites,  ou  vérifier 
l'une  des  équations  (18).  Ajoutons  que  l'une  des  conditions  (5)  ou  (19) 
sera  nécessairement  remplie  si  l'on  a 

(^o)  -^+ ^j ->o. 

On  pourrait  encore  joindre  aux  formules  (5),  (19)  et  (20)  une  mul- 
titude d'autres  formules  qui  seraient  également  propres  à  signaler, 
dans  l'équation  (1),  l'absence  de  certaines  racines,  et  que  l'on  décou- 
vrirait à  l'aide  de  considérations  semblables  à  celles  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  §  VI.  Au  reste,  l'utilité  de  ces  formules  dépendrait 
surtout  de  leur  simplicité;  et,  sous  ce  rapport,   les  conditions  (5), 

(19)  et  (20)  paraissent  devoir  être  employées  de  préférence.. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  ci-dessus  exposés,  sup- 
posons que  l'équation  (i)  coïncide  avec  la  suivante 


(21)  e-\/-'—  ^T=^ r 


:  y/—  i   z—  b  \/—  1   z  —  c  y/—  i 
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a,  h,  c,  . . .  désignant  des  constantes  réelles.  On  aura,  dans  cette  liypo- 
thèse, 

(îî2)  M  =  ^S  N^:/. 

De  plus,  les  conditions  (i3)  donneront  simplement 

(o,3)  «  >  o,         />  >  o,         f  >  o,  ...; 

et,  par  conséquent,  si  les  constantes  a,  />,  c,  .  ..  sont  toutes  positives, 
l'équation  (21)  n'admettra  pas  de  racines  imaginaires.  C'est  C(!  qui 
aura  lieu  en  particulier  pour  les  équations 


?=v/~'z=: 


-;  —  a  \l—  I 


.  ,—       z  -}-  a\!  —  i   z-\-  h\  ~\ 
(  ^4  )  "1  z  —  a\/—\z  —  b\^'—i 


,r.V-l 


— z  +  a  v' —  I   z  -Jr  b  V^  —  1  ^+  c  y/ —  i 


-ziz:^  ' 


C  —  as/ — I  z  —  b\/ — I   5 — c\/— I 
\   

qui  peuvent  s'écrire  comme  il  suit: 


I  a 


I  (a  -\-  b)  z 

tanr     - 


(35)  \  ^  ""~  ^^^ 


1  (a  ^  b  -h  c)z-  —  abc 

2  z{z-  —  ab  —  ac  —  bc  ) 


Si  l'on  supposait,  dans  l'équation  (0'/(^)  =  "♦  alors,  cette  écjuation 
étant  réduite  à  la  forme 

(26)  e^\f-^=o, 
l'équation  {\)  donnerait  c  -^  =  o,  et,  par  conséquent, 

(27)  N=oc. 

Si  cette  dernière  ne  peut  être  vérifiée  que  par  des  valeurs  infinies  des 
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variables  x  etj,  réquation  (2G)  n'aura  point  de  racines  finies.  C'est  ce 
qui  arrivera  si  l'on  prend  pour  Z  une  fonction  entière  de  z,  soit  réelle, 
soit  imaginaire.  Ainsi,  par  exemple,  les  équations^ 

(0.8)  <?=v/^=zo,         e~=o,         e='=:o,  ..., 

que  l'on  déduit  de  la  formule  (2(3),  en  posant  successivement 

sont  du  nombre  de  celles  qui  ne  peuvent  être  vérifiées  par  aucune  va- 
leur finie  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  z. 

Post  scriptiim.  —  Après  avoir  terminé  les  premiers  paragraphes  de 
l'Article  qu'on  vient  de  lire,  nous  avons  reconnu  que,  pour  démontrer, 
comme  on  l'a  fait  plus  haut  (p.  3)8  et  35f)),  la  réalité  de  toutes  les 

racines  de  l'équation  tangs  =  az,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  -  <  i» 

il  suffit  de  développer  une  observation  de  M.  Fourier.  En  effet,  dans  le 
Chapitre  Y  de  sa  Théorie  de  la  chaleur  {[^.  3GG),  ce  géomètre  indique 
la  substitution  de^+jy^^,  au  lieu  de  z,  comme  propre  à  consta- 
ter, dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'absence  des  racines  imaginaires.  Quant 
à  l'idée  qu'a  eue  le  même  géomètre  d'appliquer  aux  équations  transcen- 
dantes des  règles  établies  pour  les  équations  algébriques,  elle  donne 
naissance  à  plusieurs  difficultés  dont  l'examen  pourra  faire  quelque 
jour  le  sujet  d'un  autre  Article. 


USAGE 

CALCUL    DES    RÉSIDUS 

POL'R  DÉTERMINER  LA  SOMME  DES  FONCTIONS  SEMBLABLES 

DES  lUCINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  OU  TRANSCENDANTE 


Supposons  que  l'on  désigne  par  x,  y  deux  variables  réelles,  par 
-  =.r  +  J\/—  I  une  variable  imaginaire,  et  par  ({z),  ¥(z)  deux  fonc- 
tions quelconques  de  z.  Soient  de  plus 

celles  des  racines  de  l'équation 

(2)  F{z)  =  o 

dans  lesquelles  la  partie  réelle  demeure  comprise  entre  les  limites  a-^, 
X,  et  le  coefficient  de  v'—  i  entre  les  limites  y„,  Y.  On  aura,  en  vertu 
des  principes  du  calcul  des  résidus, 

(3)  'r^^Ji^    ^iifO   _^   f(^^2)     .  ,     f(^-.,) 

^  ..o^-^roUEl-)))       F'(,.,)"^F'(c;p'---"^F'(.-„,)* 

Le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  évidemment  la  somme  des 
fonctions  semblables  de  plusieurs  des  racines  de  l'équation  (2).  Si  l'on 
veut  que  les  diiïérents  termes  dont  se  compose  cette  somme  se  ré- 
duisent aux  valeurs  particulières  de  la  fonction  c^{z)  qui  correspondeni 
à  ::  =  :;,,::  =  -::^,  . . . ,  z  =  z„^,  il  suffira  de  poser 
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ou,  plus  généralement, 

(5)  f(.')  =  cp(.-)F'(.-)-4;(.-)F(.^), 

'l(^)  désignant  une  fonction  de  z  qui  ne  devienne  pas  infinie  quand 
on  attribue  à  la  variable  :;  une  des  valeurs  z^,  z.^,  ...,  z,„.  Cela  posé, 
on  trouvera 

(6)  9(-,)  +  o{z,)+...-^oiz„,)  =^J^^^  W(^ 
et 

(7)  9(^1)  +  9(^2) +---"^  ?(-'«)=     L    ((V(-\\\ 


•ï-o     y« 


((F(:;))) 


Les  formules  (6)  et  (7)  s'étendent  au  cas  même  où  l'équation  (2)  aurait 

des  racines  égales.  Supposons  en  effet  que  les  racines  z^,  z., z„ 

deviennent  égales  entre  elles,  et  désignons  par  '(  leur  valeur  commune. 

Les  fonctions 

F(,^),     l<'{z),     F"{z),     ...,     F(«"')(-) 

s'évanouiront  pour  ^  =  ^,  et  le  rapport 

y(C  +  £)F-(C  +  £) 
F(Ç-H£) 

étant  développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  £,  aura  pour 
premier  terme  le  produit 


rt-i 


F""(C) 


^^^     1.2.3...  (/<  —  !)  _   /l 

?(0  TTi —  79(0. 

-i- ^F"')(Ç) 

1.2.3.  ..  (« —  \)n 

Donc  le  résidu  de  la  fonction 

9(4F'(c) 
"  V{z)      ' 

correspondant  à  la  valeur  z  =  'C,  sera  précisément  le  produit //^('C), 
auquel  on  réduit  la  somme 
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en  supposant  Zi  =  Z2  =  . .  .  =  z^.he  même  raisonnement  est  applicable 
à  la  formule  (7). 

Si  l'on  admet  que  la  série  (i)  comprenne  toutes  les  racines  de  l'é- 
quation (2),  on  pourra  prendre 

^0  =  —  <^>  X  =  Gc,  j'o :=  —  OC,  Y  :=.  ce; 

et  les  formules  (6)  et  (7)  deviendront  respectivement 

(8)  cp(..)  +  9('^.)  +•  •  •  +  9(^-.0  =  £  7[f(^-' 

Il  importe  d'observer  que  les  équations  (6),  (7),  (8),  {9)  peuvent  être 
en  général  présentées  sous  les  formes 

,.0)  ..o..(.).....,(.)<4((^i))-X^^P- 
U(.,,.,,(.,)^...^,(.,,,)-_.^((î(£)E^4=i(i)i:(^))) 

(«3) 

\  .  ^  h\z) 

Ajoutons  que,  si  le  résidu  de  la  fonction 


)       "' 


Mf'  i 


(•4) 

ou  celui  de  la  fonction 

(.5) 


.(MF    M-    i    Ffl 


.-F'' 


404  USAGE  \)l    CALCUL  DES    RÉSIDUS,  ETC. 

correspondant  à  une  valeur  nulle  de  z,  se  réduit  à  une  constante  dé- 
terminée, on  tirera  des  formules  (12)  ou  (i3),  combinées  avec  l'équa- 
tion (6)  de  la  page  170, 

(^6)         o(-)  +  '^(-)-^        ^W-    W-   r'^'^ll—^^         .^{{o{z)V'(z))) 

ou 


f  _   p((9(3)F(,^)-ij;(^)F(^))) 

Les  équations  précédentes  se  simplifient  dans  plusieurs  cas  qu'il  est 
bon  d'indiquer.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  la  fonction 

(18)  o{z)F'{z), 

ou 

(19)  o(z)¥'iz)-'lj{z)V{z), 

conserve  une  valeur  tinie  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  ima- 
i<inaires  de  z,  on  tire  des  équations  (10)  ou  (ri) 

(20)      9(.-.)  +  9(.%) -h . . .  +  9(.„,) ^ ^i^  ((^"F^yf-)) 

ou 

des  équations  (12)  ou  (i3) 

(..)  9^.,)M-9(...)  +  ...-h9(--.0=i((^|^'P)) 

ou 

(33,    ,(.,)-., ,..)-,....,,(.,j=£((ïifi'i:i^|z.Ki)iL'^)j), 
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enfin  des  équations  (16)  ou  (17) 


((.')Fi) 


on 


(.5)     ?(.,)  +  ?(-^.)  +  . . .  +  ?(-v„)  =  r -W_i-/ A::i_W. 

((.■))F(j) 

De  même  encoir,  si  le  produit  de  la  variable  :;  par  la  fonetion 

on  par 

(v)  — F(7)— —  '      ■ 

s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires  de  :;,  le  ré- 
sidu intégral  de  cette  fonction  s'évanouira,  et  l'on  tirei'a  des  for- 
mules (12)  ou  (1 3) 

(Ml 

^^'  r  (  -  ) 

Si  les  deux  fonctions  F'(?)  et  '>j>(3)  conservent  des  valeurs  finies,  pour 
des  valeurs  quelconques  de  :;,  on  aura  évidemment 

et  pai'  suite  l'équation  (28)  on  l'équation  (29)  donnera 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  formules  (i\)  et  [-i^],  on  pose 

(3i)  9(s)==:c«, 
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/<  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  premiers  membres  de  ces 
formules  se  réduiront  à  la  somme  des  /^ièmes  puissances  des  racines  de 
l'équation  (2);  et,  si  l'on  désigne  par 

(02)  .V;j  =  ^  j  +  ^  2  +  .  .  .  4-  -3,,, 

la  somme  dont  il  s'agit,  on  trouvera 


F'(- 


(33)  -^^=1- 


ou 


^^l-œ] 


(34)  '"=<!^((.^)) 


Les  équations  (33)  et  (34)  supposent  :  1°  que  la  fonction 

(35)  F'(^), 
OU 

(36)  F'{z)-^¥(z), 

conserve  une  valeur  finie,   pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou 
imaginaires  de  z;  2°  que  le  résidu  de  la  fonction 

(37)  '\, 


OU  celui  de 

,38)  .  -^         +<^> 

z"'^-  F  (  - 


correspondant  à  une  valeur  nulle  de  z,  se  réduit  à  une  constante  dé- 
terminée. Admettons  d'ailleurs  que  la  fraction 


(39)  -      ^" 
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obtienne,  pour  nne  valeur  nulle  de  z,  une  valeur  finie  a.  La  différence 


ipf: 


F(i 


iF'(i 


p/' 


s'évanouira  pour  ^  =  o,  et,  si  l'on  fait 

(4o) 

on  tirera  de  l'éffuation  (33) 

puis,  en  remettant,  au  lieu  de  Z,  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (4<^)» 
savoir 


,,    -         r-,        \        \zj       a  \zj        d\z" 


[-0)] 


-, ,  I  \        ^  dz  dz  dz 

V 


on  trouvera  définitivement 


On  arriverait  au  même  résultat  en  remplaçant,  dans  la  formule  (3/|), 
la  fonction  '\>[z)  par  le  produit  az"~* . 

Lorsque  la  fonction  Z  conserve  une  valeur  finie  pour  ^  =  o,  alors, 
en  désignant  par  t  une  quantité  infiniment  petite,  et  ayant  égard  à  l'é- 
quation (3o)  de  la  page  29,  on  tire  de  la  formule  (43) 

.. . '""bii)]. 

^^^'  "~~  l.-2.3...(/i-l)  f/£" 

Concevons  encore  que,  dans  la  formule  (3o),  on  pose  o[z)^^  —• 
Le  premier  membre  offrira  la  somme  des  racines  de  l'équalion   (2), 
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♦'levées  cliacLine  à  la  puissance  du  degré  —  n\  et,  si  l'on  désigne  par 

(4a)  s^„~-^i    + -,    -\- .  .  . -h  ^- ,„ 

la  somme  dont  il  s'agit,  on  trouvera 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(les  dernières  formules  supposent  :  i"  que  ja  fonction  ¥'{z)  conserve 
une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires 
de  la  variable  z;  2"  que  la  fraction 

^^^  z"h\z) 

s'évanouit  pour  des  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires  de  la  même 
variable. 

Lorsque  la  fonction 

V'{z)  _dl¥{z) 

conserve  une  valeur  finie  pour:;  — o,  alors,  en  désignant  par  £  une 
quantité  infiniment  petite,  et  ayant  égard  à  l'équation  (3o)  de  la 
page  29,  on  tire  de  la  formule  (47) 


(  .>o)  .ç_„  —  — 


(t'\F{B) 


1 . 2 . 3 . .  .  (  «  —  i  )       de" 


Pour  rendre  plus  sensible  l'utilité  des  formules  que  nous  venons 
d'établir,  nous  allons  les  appliquer  à  quelques  exemples. 

Supposons  d'abord  que  F(::)  se  réduise  à  une  fonction  entière  du 
degré  m,  et  que  l'on  ait 

(5i)  V{z)  =  c"'  +  a,c"'-'4-rt2C'"-*-H.  .  .+  a;„_i5  4-rt,„, 

«,,«,,  •  • .,  «,„-,,«,«  désignant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires.  La 
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constante  représentée  par  a,  dans  la  formule  (41)»  «u  la  valeur  que 
prendra  la  fraction 


ip'/' 


F(^ 


(%) 


pour  z  =  o,  se   réduira  évidemment  au  nombre  m;  et  l'on  aura  par 
suite 


Donc,  si  l'on  désigne  par^,,  la  somme  des  n^""^^"  puissances  des  racines 
de  l'équation  algébrique 

(•"i^)  z'"  +  aiz"'-'  +  a,z"'-^  +  .  .  .  +  a,n-  iZ  +  a,„—o, 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (44)» 

\o^)        .>„ — . 

l  .2.6.  .  .  {/l  —  l)  r/c" 

Vai  d'autres  termes,  la  somme  s^  sera  le  coefficiejit  de  z"  dans  le  déve- 
loppement du  produit 

(")•"))  ,  —  /i\{i-}-  a^z  +  a.2Z--i-.  .  .+  a,nZ"'). 

D'ailleurs,  on  trouvera  généralement 

1  (  1  +  «,  ^  +  «2  ^2  _^  .  .  .  +  rf,„  z'"  ) 

=  aiz  ■+-a,z'^-h.  .  .  +  a,„  :■'"  —  --{oiZ  +  a,z- ^ .  .  .-h  a,„  z'"  )- 

^■'    ^  -^-  '^{aiz  +  aiZ'-  +  ...-ha,„z"'y'  —  .. 

'-{aiZ-^a,z'--h.  ..+  a„,z"')"  +  .  .  .; 

et,  si  l'on  désigne  par  p,  q,  ...,  /,  N  des  nombres  entiers  inférieurs 
à  n,  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement  du  produit 

(37)  ''-^^{aiZ  +  a,z'-  +  ...  +  a,„z"-)^ 
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sera  la  somme  des  expressions  de  la  forme 

^      '  N       (i  .2.3. .  .y^)(i  .2.3.  ..</)..  .(i  .2.. 1. .  .0 

qui  correspondent  à  des  valeurs  de /?,  q,  ....  t  propres  à  vérifier  les 
deux  conditions 

(59)  /;»+<7+.. .+ ^  =  N, 

(Go)  p  +  icj  +  ..  .+  int  —  n. 

Cela  posé,  on  aura  évidemment 

^6.)     .,-„2^-__-^  (i.2.3.../>)(r.2.3...v)...(....3:::Ô^'^---^"'J' 

le  signe  ^  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  est 
renfermé  entre  les  crocbets,  et  devant  s'étendre  à  tous  les  systèmes 
de  valeurs  de/?,  </,...,  ^  qui  vérifient  la  condition  (Go).  L'équation  (Gi) 
était  déjà  connue.  Si  l'on  y  pose  successivement  n=\,  n  =  9., 
//  ==  3,  . .. ,  on  trouvera 

(62)  Si  =  —ai,         s,=  ai  —  '?.a.,,         ,^3  =  —  «|  +  3a,«.— 3^3,  

Concevons  maintenant  que  l'on  demande  la  valeur  de  ia  somme 

(63)  '  +  i  +  i^"^i^^5'^'^---' 

n  étant  un  nombre  pair  quelconque;  il  suffira  évidemment  de  chercber 
la  demi-somme  des  racines  de  l'équation 

(6/0  sin7r-  =  o, 

élevées  cbacune  à  la  puissance  du  degré  —  n,  en  ayant  soin  toutefois 
d'exclure  la  racine  z  =  o,  ce  que  l'on  fera  en  remplaçant  l'équation  (64) 
par  la  suivante  : 

slnTi- 

(65)  — :—  =0. 
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Cela  posé,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (^o), 


I         1         I 


^«1 


sinne 


d'  1 


SiriTTS 


1.9..3.  .  .{n  —  ï)         cà" 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(66) 


1  .'.i.o.  ..(/<  — I)  <r/£" 


I 

-r.'- 


ci'' 


sins 


'+2^  +  :^'  +  ^^-^- 


i.'i.a. ..(// —  i)     (h" 


En  d'autres  termes,  la  somme  dont  on  demande  la  valeur  sera  le  coef- 
ticient  de  z"  dans  le  développement  du  produit 


(<>7) 


/i      ,  smz 


en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  :;.  Comme  on 
aura  d'ailleurs 


l'l^=\i, 


I 


1  .9.  .O 
I 


I  .2.3.4.5 
I 


1.2.3  1.2.3.4.5 


-z*-\-.  .. 


(68) 


2  V  1 . 2 . 3  1 . 2 . 3 . 4 .  -J 


3 \ 1 . 2 . 3  1.2.3.4-5 


/i\i.2.3  1.2.3.4.5 


on  trouvera,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons 
fait  usage  pour  établir  la  formule  ((ii). 


2" 


3"       4" 


(«9)  ; 


'i-ii 


1 .2.3. ..(/?+ 7  +  /•  -t-. . .) 


p  -i-r/4-  /•+. . .  (i  .2.3. .  ./))(i  .2.3. .  .<7)(i  .2.3.  ../■).  . 
r      \  /'  /  I  \  '/  /  I 


X 


,2.3 


2.3.4.57    \I .2.3.4.5.6.7 
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1(3  signe  2  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  est 
renfermé  entre  les  crochets,  et  devant  s'étendre  à  tous  les  systèmes 
de  valeurs  entières,  nulles  ou  positives,  de  p,  q,  r,  ...,  qui  véritient 
la  condition 

(70)  2/:»  +  47  +  6/- +  .  .  .  = /<. 

Si  l'on  pose  successivement  11=  •?.,  //  —  4.  /'  =  G,  . .  • ,  on  tirera  de 
la  formule  (Gq) 

7:*    I    2  71- 

'  *        6         G  1 .  2 

(71)  {  4^=      9'  9Ô 

_  Tr« 
'      945       [\'î  1.2.3.4-5.6 


I 

4 

I 

H 

9 

I 
4^ 

I 

9' 

I 
4^' 

I 

2*71* 

3o 

.2.3.4' 

I 

2'7ï'' 

Dans  ces  dernières  équations,  ^>  ^j  ^>  •••  sont  ce  qu'on  appelle  les 

nombres  de  Bernoidli.  Si  l'on  désigne  par  Aj,  A,,,  A^,,  ...  ces  mêmes 
nombres,  la  valeur  de  A^,  déduite  des  calculs  qui  précèdent,  se  pré- 
sentera sous  la  forme  que  M.  Libri  lui  a  donnée,  savoir. 


'  2"        dt'^ 


{-/■>■) 


_  //  (  1 . 2 . 3 . .  ■  /i)  Y  r         I 1 . 2  ■  3 . . .  (  /j  +  (/  +  /■  +  ■ . .  )  ■-' 

~  2"  ^  L/)  4- 7 -h /• -H...   (1.2.3.../:»)  (1.2. 3. ..7)  (1.2.3.../)... 


X 


1.2.3/    \      1.2.3.4.5/    \  1 . 2  . 3 . 4 . 5 .  () .  7  / 

Concevons  encore  que  l'on  demande  la  somme  des  racines  de  l'é- 
(juation 

(73)  tang.-rr.^, 

élevées  chacune  à  la  puissance  du  degré  —n,  en  ayant  soin  toutefois 
d'exclure  la  racine  -  =  o.  Comme,  pour  opérer  cette  exclusion,  il  suf- 
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tira  (le  remplacer  l'équation  (73)  par  la  suivante 

,    ,,                                               sins  —  z  cos^ 
(74)  -^ =0, 

il  est  clair  ({u'on  devra  chercher  la  valeur  de  s  ,^  (jue  détermine  la  for- 
mule (5()),  lorsqu'on  pose  dans  cette  formule 

,, ,    ,       sin^  —  :;  cos; 


On  trouvera  ainsi,  pour  la  valeur  de  la  somme  demandée, 


.    ,  Slllc  —  £  COS£ 

a"  I 


(75) 


.  'i .  3 . , .  (  /i  —  I  )  dî" 


En  d'autres  termes,  cette  somme  sera  le  coefficient  de  z"  dans  le  déve 
loppcment  du  produit 

,    ,, ,                                                     ,  sine  —  ecos:; 
(7b)  —n\ -^ 

On  aura  d'ailleurs 

sin:;  —  z  cosz        /    i  i      \        /       i  j 


I  .  '^        1.2.3/        \  r .  2 . 3 . 4        1 . 2 . 3 . 4 .  •") 

(77) 

i         i        z-  I 


3        5  1.2.3        71.2.3.4.5 
et  par  suite 


smz  —  -cose_    /i\  /  f      z-  I         z' 

«  *  \ 3  /  \ 5  1 . 2 . 3        71.2.3.4.5 


3Vi      z^ 


(78)      {  2  \5   1.2.3       7   ï. 2. 3. 4. 5 

3»  / 1      5'-  I  z' 


3  \ 5  1.2.3        7  1.2.3.4-5 


puis  on  en  conclura,  par  des  raisonnements  pareils  à  ceux  dont  nous 
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avons  fait  usage  pour  établir  la  formule  (Gi), 

I  .ÎÎ.3. . .  (/>  +  V  H-  /•.  . .) 


•79)  < 


X 


J  .2.3 


(|.2.../>)(I.2...7)(I.2.../-) 
'//  I 


7  1.2.3.4.57   V9  1.;^. 3. 4-5. 6. 7 

le  signe  ]^  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  eelui  qui  est 
renfermé  entre  les  crochets,  et  relatifs  aux  divers  systèmes  de  valeurs 
entières,  nulles  ou  positives,  de/?,  </,  r,  . . .,  qui  vérifient  la  condition 

(80)  2/>4-  47  +  6/-4-.  ..=  «. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  successi ventent  // =  2,  /i  =  !\, 
n  =  G,  . . . ,  on  tirera  de  l'équation  (  79) 


(81)      5__.,  =   ^>  .V_i 

OU,  ce  qui  revient  au  même. 


5_, 


3^5 '.7 


5_«=: 


37 

3^5^7^l 


(82)      .V_2 


7875 


S-<,-= 


37 


3081875 


D'ailleurs,  nous  avons  reconnu  (p.  358)  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (73)  sont  toutes  réelles,  mais  deux  ii  deux  égales  et  de  signes  con- 
traires. Donc,  si  l'on  désigne  par  a,  |3,  y,  ...  les  racines  positives  de 
cette  équation,  les  racines  négatives  seront  représentées  par  —  a,  —  fl, 
—  Y,  . . . ,  et  l'on  aura  généralement 


(83) 


I 


•]• 


en  sorte  que  les  équations  (82)  se  réduiront  aux  suivantes 


(84) 


I         I         1 

1 

'        10 

1         I         I 

I 

'       35o 

I         I         I 

. -1 1 h- .  . 

i 

•-7875' 

I          I          1 

1 -4-   ■ h  .  . 

a"        ;3«        y« 

_       37 
'  6068750' 
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Si  l'on  voulait  tirer  directement  des  formules  (84)  les  valeurs  de  a, 
'ji,  y,  . . . ,  il  suftirait  d'observer  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  //, 
le  rapport 


converge  vers  la  limite  a^,  le  rapport 


S-.„  —  I  - 


vers  la  limite  fJ%  Ou  en  conclurait  que  la  racine  a  coïncide  avec 

la  limite  vers  laquelle  convergent  les  termes  de  la  série 

. /•Î2  35 

(85)  \j3o  —  r),c)...,         s^/9.2,~):=i^i, ■;...,  i/     ^^     —4,5...,  

C'est  effectivement  ce  qui  arrive,  et  l'on  doit  même  observer  que  le 
troisième  terme  de  la  série  (85)  fournit  déjà  une  valeur  très  approcbée 
de  la  racine  a,  dont  la  valeur  exacte,  calculée  avec  sept  décimales,  est 
4,49^4ï  18. . .  [voir  la  page  3jG).  On  obtiendrait  avec  la  même  facilité 

les  valeurs  approchées  de  ^,  y, 

Supposons  enfin  que,  la  lettre  a  désignant  une  quantité  réelle,  on 
demande  la  somme  à  laquelle  on  parviendrait  en  ajoutant  les  racines 
de  l'équation 

(86)  iar)gz=za:, 

élevées  chacune  à  la  puissance  du  degré  —  ii,  et  en  excluant  toujours 
la  racine  z  =  o.  Il  suffira  évidemment  de  remplacer  l'équation  (86) 
par  la  suivante 

,^  ,  s'inz  —  rt^cos:; 

(87)  ^ =0, 

et  de  chercher  la  valeur  de  5  „  (jue  détermine  la  formule  (5o),  lors(|u'oii 
pose  dans  cette  formule 

(88)  ^,^^^^si^.-a.cos.^ 
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On  trouvera  ainsi,  pour  la  valeur  de  la  somme  demandée. 


d'^ 


Slll£  —  as  COS£ 


(%) 


5-„  =  — 


1  .  2  .  3  .  .  .   (  /<   —  I  ) 


cU" 


\in  d'autres  termes,  cette  somme  sera  le  coe{'ficient  de  z"  dans  le  déve- 
loppement du  produit  ^ 

,                                                      ,  sine  —  az  cos:: 
(90)  —  n  1  —_ 

On  aura  d'ailleurs 


sine  —  azQ.o?>z 


(90  ; 


1.2.3 

I 

3 


a 
1.2 


1.2.3.4.5        1.2. 3. a 


4/ 


a  \ h 

1.2         \  ;) 


1.2.3. 


et  par  suite 


sine  —  «ecose 


=  1(1-^)- 


(9^)  ( 


^  3rt  -I 

3  (r^  -  I  ) 

"    3r7-I 

_3(«-i) 

"    3.7-1 

3(«-i) 

1 .2 

-2 

1 .2 

1 .2 

5a-i 

5(a-i)  1 

5  f7  —  I 

.2.3.4 

2 
1 

5(rt'-i)  I 

0(7  —  I 

.2.374^-] 

3 

5(«-i)  1 

■.2.3.4+-\ 

j)uis  on  en  conclura 


(93.)  ; 


v^  i I 1 .2. . .  (/j  +  7 H-  /•. . .)        r  3 (7  —  I     I 

Zu\p  -^-<l  ^  ''  -^'•'  (I  .•^. .  -y^)!'  .2. . .  7)  (1 .2. . .  /•)...  l3(c?  —  1)  1.2 


X 


•yO(' 

5  (7  —  I  I 

.T(rt  —  1  )     1.2.3.4 


7  (rt  —  1  )   1 . 2 . 3 .  /i .  5 .  G 


le  signe  il  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  à  celui  qui  est 
renfermé  entre  les  accolades,  et  relatifs  aux  divers  systèmes  de  valeurs 
entières,  nulles  ou  positives,  de  p,  <y,  /',  ...  qui  vérifient  l'équation 

(80)  2/^  4- 4(7  4-6/'  +  .  .  .=  «. 

Si,   pour   tixer  les    idées,   on    prend   successivement   // =  2,    /<  =  4» 


a. 


n  =  G, 


(94) 
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,  on  tirera  de  l'équation  (()3) 

àa  —  i 


S-o 


3(r/-i) 

a  —  I   "I  ■'       I     5  a  —  r 

a  —  I  )  J         6  5  («  —  I  ^ 


1^ 


'Sa 


I      3a 


'6{a—  i)  \         1 6  3 («  —  1  )  '"^ ( <^  —  0       i-Mi  ']  {a  —  i )  ' 
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D'ailleurs,  nous  avons  reconnu  (p.  3j8)  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (86)  sont  toutes  réelles,  niais  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  lorsque  la  constante  a  est  négative  ou  bien  positive,  mais 
supérieure  à  l'unité.  Donc  alors,  si  l'on  désigne  par  a,  3,  y»  •  •  •  b's  ra- 
cines positives  de  cette  équation,  les  racines  négatives  seront  repré- 
sentées par  —  a,  —  [3,  —  y,  . . . ,  et  les  formules  (94)  donneront 


I        I        I 

—  +  — ,  -H  — 


a- 


(9^) 


r 

C(.'* 


I  I 


I     3  a  —  I 

ô.  3[a  —  iy 

I  r  3a  —  I 
4  [3-^=7 


I  '2  y  (a  —  I  ) 


I      I      I  I  r  3  a  —  I  P     ï    ^^  —  '    -^  '^  —  '        '    7  <^  —  ' 

^  -f-  ^  +  .^  +  •  •  •  =  8  [3(r/  — i)  1   ~  3^.  3 {a  —  \)  .5  {a  —  7)  '^  li^o  'j  {a —T] 


Si  l'on  supposait  en  particulier  a  =  2,  a,  p, 
positives  de  l'équation 

(96)  tang::r=2;, 

et  l'on  tirerait  des  formules  (95) 


(97) 


^'-*-^'  +  p+-- 

•=G' 

I          I          I 

— .  +  ÔT  +  —  +  •  • 

y/       p*       7* 

_49, 
90' 

I         I         I 

^i  +  ^.  +  :p  +  ■ 

1 56 1 9 
■       30240' 

seraient  les  racines 
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Si  la  constante  a  était  positive,  mais  inférieure  à  l'unité,  alors  l'équa- 
tion (8G)  admettrait  deux  racines  imaginaires  de  la  forme 

(98)  ^-?\/'=T,       ..r=-Çv/=^, 

la  quantité  réelle  l  étant  déterminée  par  la  formule 

(99) 


e-»  —  e~ 


Ç(eî: 


>-t 


et  l'on  trouverait,  en  désignant  toujours  par  a,  [3,  y 
réelles  et  positives  de  la  proposée, 


I 


(100)  /a*        (i*        y* 


C^^"  4  L3(«— i)J     ~T2  5(a  — i)' 


I  I 

^i  ~^  ^ 


_3a 

3( 


les 


5  racines 


^  —  I    1^  I        3(7  —  I         5(7  —  I 

(7  —  1)1       32  3(rt  —  i)  5 (a  —  I ; 


)         240  ']{o  —\) 


Si  a  était  renfermé   entre  les  limites   i  et  ^,  la   première  des    for- 
mules (100)  aurait  pour  second  membre  une  quantité  négative,  et  l'on 


tirerait  de  cette  formule 

(JOI) 


Ç< 


/6(i-a) 

V  3«— r 


On  obtiendrait  ainsi  une  limite  supérieure  de  la  quantité  l,  que  r^n 
peut,  au  reste,  déduire  facilement  de  l'équation  (99),  attendu  que  le 
premier  membre  de  cette  équation  décroît  sans  cesse,  en  passant  de 
l'unité  à  zéro,  tandis  que  l'on  fait  varier  "C  depuis  '(  =  o  jusqu'à  t  =  ce. 
Les  formules  (G),  (7),  (8)  et  (9),  dont  les  calculs  que  nous  venons 
de  faire  indiquent  suffisamment  les  nombreuses  applications,  sup- 
posent que  la  suite 


renferme  toutes  les  racines  de  l'équation  (2),  ou  du  moins  toutes  celles 
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dans  lesquelles  la  partie  réelle  demeure  comprise  entre  les  limites  x^, 
X,  et  le  coefficient  dey/—  i  entre  les  limites  r^,  Y.  Si  l'on  désignait, 
au  contraire,  par  ^, ,  z^,  . . . ,  ^,„  les  racines  que  l'on  peut  déduire  de  la 
formule 

(102)  Z:=  H  -\-  V  \J — I, 

en  prenant  pour  w,  v  deux  fonctions  réelles  données  des  variables  .r, 
y,  et  attribuant  à  ces  variables  des  valeurs  respectivement  comprises 
entre  les  limites  x=^Xq,  ^  =  X,  j=ro,  j=:Y;  alors,  en  afloptant 
les  notations  que  nous  avons  déjà  employées  (pages  267  et  suivantes), 
on  obtiendrait,  à  la  place  des  équations  (G)  et  (7),  d'autres  équations 
du  même  genre,  mais  dont  les  seconds  membres  seraient  des  résidus 
exprimés  à  l'aide  des  notations  dont  il  s'agit.  On  trouverait  elTeclive- 
ment 

et 

^^-^   n^^"^  o{z)¥'iz)  —  ^(z)V(z)       I  I N 

( . o4)    9 {z,)  +  9  (.-,)  +  .  .  .  +  9 (.,„)  =^.^  ^  i,^. _ ,^  ((  F(^)  ))  '      ^  '  "  "  +  'V-  '  ) , 

la  fonction  '^[/(s)  étant  toujours  assujettie  à  la  seule  condition  de  con- 
server une  valeur  finie,  tandis  que  la  variable  z  recevrait  une  des  va- 
leurs;:,, Z2,  ...,  ^,„.  De  même,  si  les  racines  de  l'équation  (i),  désignées 
par  -,,  z.,,  . . .,  z,„,  étaient  précisément  celles  que  l'on  peut  déduire  de 
la  formule 

(io5)  z  =z  r{cosp -h\'—i  s'inp), 

en  attribuant  aux  variables  rclp  des  valeurs  respectivement  comprises 
entre  les  quantités  positives  r  =  r^^,  r=R,  et  les  quantités  positives 
ou  négatives  p  =  p^,  p  =  P,  on  aurait 

(106)  9(^,)  +  ?(^2)-+-...-+-9(-/")='"    £'"    tSitAy^^     [.-=/-(cos/?+v/^^sin/.)J, 
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ou,  plus  simplement,  en  faisant  usage  de  la  notation  établie  page  2j8, 

(,07)     o(.0  +  9(--0+...  +  9(^^.)  =  ,,./,^^^YF(:7y)^ 
et  l'on  trouverait  encore 

(,08)    9(-'.) +  9(^-0+. .•  +  9(^-.0  =  ^^./,^^^,^ P^^ry)^ 

Ainsi,  par  exemple,  si  la  suites,,  ^.,  ...,  z,„  renferme  seulement  les 
racines.dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité,  on  aura 

(.09)     9(--.)  +  9(^-0+-..  +  9(-)  =  ^„^j:^_^^-^(Ty)y-' 
et 

(r.o)     9(~^.)  +  9(^-.)+---  +  9(^-.,)-^^^£^_^ PY^y^)        - 

Lorsque  la  fonction 

(18)  9(-)F'(^-), 

ou 

(19)  9(..)F'(.^)-'J.(-)F(-), 

conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  ima- 
ginaires de  z,  ou  du  moins  pour  celles  dont  le  module  est  inférieur  à 
l'unité,  alors  les  formules  (107)  et  (108),  ou  (109)  et  (no),  peuvent 
être  remplacées  par  d'autres,  dans  lesquelles  les  doubles  parenthèses 
renferment  les  deux  termes  de  chacune  des  fractions 

9(^)t"(-)       9(-)^"(-)-^(-)F(-) 

Par  conséquent,   dans  cette  hypothèse,  les  équations  (109)  et  (no) 

peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

(1)  ^cii)    //9(^)F'(-)\\ 
(u.)      9(--.)  +  9(--.)+---  +  9(-'.)=^^^i,^_^^(^(^— f^ry-jj' 

(119.)      9(^,)  +  9(-2)+.--  +  9(-'")=  „^t_.     \\ YiJ) 


(0j^^(-7r) 


USAGE  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS,  ETC.  Ï2l 

On  a  vu  dans  cet  Article  combien  il  est  facile  de  calculer,  à  l'aide 
du  signe  ^,  la  somme  des  fonctions  semblables  de  plusieurs  racines 
d'une  équation  algébrique  ou  transcendante.  Cette  somme  étant  une 
fois  exprimée  en  résidus,  on  peut  aisément  transformer  son  expression 
en  intégrales  définies,  ou  la  développer  en  série.  En  effet,  pour  y  par- 
venir, il  suffit,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  de  combiner  les  for- 
mules qui  précèdent  avec  les  équations  que  nous  avons  précédemment 
obtenues  [voiries  deux  Articles  qui  s'étendent  de  la  page  124  à  la 
page  1  45  et  de  la  page  25G  à  la  page  285),  ou  de  développer  en  séries 
convergentes  les  fonctions  renfermées  sous  le  signe  f^.  Ainsi,  par 
exemple,  en  combinant  la  formule  (iii)  avec  la  formule  (Gj)  de  la 
page  2G5,  on  trouvera 

L'équation  (i  i3)  suppose  :  i*"  que  la  suite  z^^,  z.,,  . . . ,  -,„  renferme  seu- 
lement celles  des  racines  de  l'équation  (2)  dont  le  module  est  compris 
entre  les  limites  o,  i;  2*^  que  le  produit  9(:;)F'(s)  conserve  une  valeur 
finie  pour  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  z,  ou  du  moins 
pour  celles  dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité. 

Les  formules  analogues  à  l'équation  (i  (3),  et  celles  que  l'on  déduit 
des  équations  (G),  (7),  (8),  etc.,  par  le  développement  des  fonctions 
en  séries,  méritent  d'être  remarquées,  et  nous  fourniront  le  sujet  de 
quelques  nouveaux  Articles. 
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